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• Bruchterme
• Polynome
• Der binomische Lehrsatz und die Binomialkoeffizienten
• Was ist eine Gleichung?
• Lineare Gleichungen und Äquivalenzumformungen
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Dieses Dokument vereinigt 31 Skripten zu mathematischen Themen, die für den
Studieneinstieg in zahlreichen Fächern relevant sind. Unter anderem begleiten sie
die an der Fachhochschule Technikum Wien jeweils im Sommer vor Studienbeginn
abgehaltenen mathematischen Warmup-Kurse, dienen aber auch während des Stu-
diums zum Wiederholen und Nachschlagen wichtiger Inhalte.

Die Skripten, aus denen diese Sammlung besteht, sind hier in aufbauender Rei-
henfolge und in der gleichen Version aneinandergereiht, in der sie auf der Seite

http://www.mathe-online.at/skripten/

und auf der Mathematik-Übungsplattform der FH Technikum Wien

http://www.mathe.technikum-wien.at/

auch einzeln zur Verfügung stehen. Die Nummerierung der Seiten verläuft jeweils
innerhalb eines Skriptums. Auf eine zusätzliche, durchgehende Seitennummerie-
rung im vorliegenden Dokument wurde verzichtet.

Die Skripten wurden erstellt von Franz Embacher (Fachhochschule Technikum
Wien und Universität Wien) in den Jahren 2014 – 2015 (und ein Nachzügler im
Jahr 2018) im Rahmen des Projekts

”
Entwicklung und Durchführung von Qualitäts-

sicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html),

einer Kooperation von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fach-
hochschule Technikum Wien (http://www.technikum-wien.at/). Sie wurden in
den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von Harald Stockinger (Fachhochschu-
le Technikum Wien) mehrmals korrigiert und überarbeitet.
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Mengen und Mengenoperationen

Franz Embacher

Fakultät für Mathematik der Universität Wien
E-mail: franz.embacher@univie.ac.at

WWW: http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/

In diesem Skriptum wird besprochen, was man über Mengen wissen sollte. Die
hier vorgestellten elementaren Begriffe, Schreibweisen und Operationen werden in
praktisch jedem mathematischen Teilgebiet benötigt.

1 Mengen

Der Begriff der Menge geht auf den Mathematiker Georg Cantor1 zurück. Im Jahr 1895
formulierte er (sinngemäß):

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens – welche die Ele-
mente der Menge genannt werden – zu einem Ganzen.

Insbesondere ist die Zusammenfassung mathematischer Objekte (wie Zahlen, Punkte der Ebe-
ne oder Punkte des Raumes, aber auch abstrakterer Objekte wie Funktionen) sehr hilfreich.
Sie erlaubt es, Sachverhalte und Beziehungen bequem und übersichtlich auszudrücken, und
hilft uns beim Denken über mathematische Problemstellungen. Für die Aneignung praktisch
jedes mathematischen Teilgebiets ist es nötig, zumindest ein bisschen über Mengen, wie man
sie anschreibt und was man mit ihnen tun kann, zu wissen.

Ist x irgendein (vorzugsweise mathematisches) Objekt und A irgendeine Menge, so kann x ein
Element der Menge A sein oder auch nicht. Dass x Element von A ist, schreiben wir in der
Form2

x ∈ A (1.1)

an. Das Symbol ∈ wird als
”
Element“ oder

”
ist Element von“ ausgesprochen. Statt

”
x ist

Element von A“ sagt man auch
”
x liegt in A“ oder kurz

”
x in A“ (oder

”
x aus A“, insbesondere

1 1845 – 1918.
2 Manchmal schreibt man auch A 3 x, ähnlich wie man statt x < y auch y > x schreiben kann.
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dann, wenn man ein Element x aus A
”
herausgreifen“ möchte). Um auszudrücken, dass x nicht

Element der Menge A ist, schreibt man x /∈ A.

Um eine konkrete Menge formal anzugeben (zu definieren), stehen zunächst zwei Möglichkeiten
zur Verfügung:

• Aufzählung: Die Elemente der Menge werden zwischen Mengenklammern { und }
geschrieben und durch Beistriche getrennt. Beispielsweise bezeichnet

E = {2, 3, 5, 7} (1.2)

die Menge, deren Elemente die Zahlen 2, 3, 5 und 7 sind. Dabei kommt es auf die
Reihenfolge nicht an. Die gleiche Menge könnte man auch in der Form

E = {7, 3, 2, 5} (1.3)

angeben. Für die Menge E gilt beispielsweise 3 ∈ E und 4 /∈ E. Weiters kann jedes
Element einer Menge nur einmal darin vorkommen. Unter {2, 3, 5, 5, 7, 7} wird die Men-
ge (1.2) verstanden, also eine Menge mit vier Elementen, auch wenn einige Elemente
mehrfach angegeben sind. Mengen können auch unendlich viele Elemente haben. So
können wir beispielsweise durch die Schreibweise

N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . } (1.4)

festlegen, dass das Symbol N die Menge aller natürlichen Zahlen (also die Zahlen, mit
denen wir zählen, wobei mit 0 begonnen wird) bezeichnen soll. Die Punkte stehen für alle
weiteren natürlichen Zahlen, die man ja nicht alle hinschreiben kann. Eine Schreibweise
wie in (1.4) sollte nur dann verwendet werden, wenn aus dem Zusammenhang klar ist,
was die Punkte bedeuten.

• Beschreibung durch Eigenschaften: Hier ein Beispiel:

F = {n ∈ N |n ≤ 10}. (1.5)

Diese Definition der Menge F kann wortwörtlich in die Alltagssprache übersetzt werden:

F = F ist gleich

{n ∈ N die Menge aller n ∈ N (d.h. die Menge aller natürlichen Zahlen n)

| für die gilt:

n ≤ 10} n ist kleiner-gleich 10.
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Die Menge (1.5) besteht also aus allen natürlichen Zahlen, die kleiner-gleich 10 sind.
Statt des senkrechten Strichs | (

”
für die gilt“) wird manchmal auch ein Doppelpunkt

geschrieben. Statt (1.5) heißt es dann:

F = {n ∈ N : n ≤ 10}. (1.6)

Man kann diese Menge (völlig gleichwertig) auch in der Form

F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (1.7)

festlegen. Es spricht auch nichts gegen eine Beschreibung in Worten:

F ist die Menge aller natürlichen Zahlen, die kleiner-gleich 10 sind (1.8)

(oder
”
F sei die Menge ...“, wenn der Name F auf diese Weise eingeführt wird) oder

F = {n |n ist natürliche Zahl kleiner-gleich 10}. (1.9)

Wichtig ist nur, dass in eindeutiger Weise festgelegt wird, welche Objekte Elemente von
F sind und welche nicht. Ein anderes Beispiel ist

H = {n ∈ N |n ist gerade}, (1.10)

d.h. die Menge aller nicht-negativen geraden Zahlen. Da sie unendlich viele Elemente
besitzt, kann man sie nicht alle aufzählen, aber man könnte statt (1.10) auch

H = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, . . . } (1.11)

schreiben, wenn aus dem Zusammenhang klar ist (oder eigens dazugesagt wird), was
mit den Punkten gemeint ist. Eine Spur komplizierter als die bisherigen ist die folgende
Mengendefinition:

Q = {n2 |n ∈ N}. (1.12)

Lesen wir sie gemäß dem oben beschriebenen Rezept: Q ist die Menge aller n2, für die
n eine natürliche Zahl ist. Ist klar, was damit gemeint ist?

Q={0,1,4,9,16,25,36,...}.
QistdieMengeallerQuadratevonnatürlichenZahlen:

Die Zusammenfassung von Objekten zu Mengen kann, wie der Unterschied zwischen (1.5)
und (1.8) zeigt, auf mehr oder weniger formale Weise ausgedrückt werden. Man kann auch
beispielsweise eine Gerade in der Zeichenebene als Menge aller Punkte, die auf dieser Geraden
liegen, auffassen. Ob man dabei offen lässt, was ein

”
Punkt“ ist (weil wir alle ohnehin eine

hinreichend genaue Vorstellung davon haben), oder ob man Punkte durch ihre Koordinaten
angeben und eine Geradengleichung dazuschreiben soll, ist zweitrangig und hängt davon ab,
was man in weiterer Folge mit dieser Geraden machen möchte.

Generell gilt: Wenn eine formale (
”
formelmäßige“) Beschreibung von Mengen – wie in (1.5)

oder (1.12) – hilfreich ist, weil damit ein Sachverhalt knapp und übersichtlich ausgedrückt wird,
dann soll man so vorgehen. Wichtig ist aber vor allem, dass durch eine Mengenbeschreibung
klar ausgedrückt wird, was gemeint ist – egal, wie man es im Einzelfall macht.
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Abbildung 1: Mengendiagramm zur Veranschaulichung der Beziehung A ⊆ B. Jede der
beiden Mengen A und B ist durch alle Punkte innerhalb der entsprechend beschrifteten
ovalen Figur repräsentiert.

2 Beziehungen zwischen Mengen

Sind A und B Mengen und ist jedes Element von A auch ein Element von B, so nennt man
A eine Teilmenge (oder Untermenge) von B (und entsprechend B eine Obermenge von
A) und schreibt dafür

A ⊆ B (2.1)

(
”
A ist Teilmenge von B“) oder B ⊇ A (

”
B ist Obermenge von A“). Eine andere Sprechweise

dafür ist:
”
B umfasst A“.

Anmerkung: Man sagt dann auch, dass A in B
”
enthalten“ ist. Aber Vorsicht:

Manchmal wird – schlampig, wie wir Menschen sind – auch gesagt, dass ein Ele-
ment y in der Menge B

”
enthalten“ ist. Ob

”
enthalten“ nun eine Teilmenge oder

ein Element angibt, sollte aber immer aus dem Zusammenhang hervorgehen.

Aus der soeben angegebenen Definition des Begriffs Teilmenge (A heißt Teilmenge von B,
wenn jedes Element von A auch Element von B ist) folgt, dass jede Menge Teilmenge von
sich selbst ist, d.h. dass stets A ⊆ A gilt. (Das ist ganz analog wie beim Symbol ≤, für das
ja nicht nur 5 ≤ 7 gilt, sondern auch 7 ≤ 7.)

Wann sind zwei Mengen A und B gleich? Antwort: Wenn sie die gleichen Elemente besitzen,
also wenn jedes Element von A auch Element von B ist und umgekehrt. Das ist genau dann
der Fall, wenn sowohl A ⊆ B als auch B ⊆ A gilt.

Ist A Teilmenge von B und sind A und B verschieden, also A 6= B, so nennt man A eine
echte Teilmenge von B. Um das eigens hervorzuheben, kann man dann statt A ⊆ B auch
A $ B schreiben. In diesem Fall besitzt B mindestens ein Element, das nicht Element von A
ist.

Anmerkung: In der Literatur findet sich auch die Schreibweise A ⊂ B. Leider
wird sie von verschiedenen Autoren in unterschiedlicher Weise gebraucht (in einem
Lehrbuch für

”
A ist Teilmenge von B“, in einem anderen für

”
A ist echte Teilmenge

von B“), sodass wir davon abraten, sie zu benutzen.
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Beziehungen zwischen Mengen kann man übersichtlich durch Mengendiagramme (Venn-
diagramme) veranschaulichen. Abbildung 1 zeigt ein Mengendiagramm zur Veranschauli-
chung der Beziehung A ⊆ B.

Zwei Mengen A und B, die kein Element gemeinsam haben, heißen disjunkt (oder element-
fremd) – siehe Abbildung 2.

Abbildung 2: Mengendiagramm zur Veranschaulichung zweier disjunkter Mengen.

3 Mengen aus Mengen gewinnen

Sind A und B Mengen, so kann man daraus mit Hilfe einiger Operationen weitere Mengen
gewinnen:

• Die Durchschnittsmenge (kurz: der Durchschnitt) zweier Mengen A und B ist die
Menge aller Elemente, die sie beide besitzen. Sie wird mit dem Symbol A∩B bezeichnet.
Formal sieht das so aus:

A ∩B = {x |x ∈ A und x ∈ B}. (3.1)

Siehe Abbildung 3 für eine Veranschaulichung.

Abbildung 3: Mengendiagramm zur Veranschaulichung des Konzepts der Durchschnittsmen-
ge. A und B sind jeweils durch alle Punkte innerhalb der entsprechend beschrifteten ovalen
Figur repräsentiert. A∩B entspricht jenem Bereich, der von beiden Mengen überdeckt wird.

Beispiel: Mit F von (1.5) und H von (1.10) ist

F ∩H = {0, 2, 4, 6, 8, 10}. (3.2)
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Will man dieser Durchschnittsmenge den Namen J geben, so schreibt man

J = F ∩H (3.3)

oder, wenn gleich auch ihre Elemente in aufzählender Form angegeben werden
sollen,

J = F ∩H = {0, 2, 4, 6, 8, 10}. (3.4)

Das Konzept der Durchschnittsmenge wirft eine interessante Frage auf: Was ist der
Durchschnitt zweier Mengen, die disjunkt sind, also kein Element gemeinsam haben?
Sie müsste

”
leer“ sein. Obwohl das nicht wirklich der Idee der

”
Zusammenfassung be-

stimmter wohlunterschiedener Objekte“ entspricht, vereinbaren wir, dass eine solche
leere Menge ebenfalls zugelassen ist. Sie wird entweder mit dem Symbol { } oder mit
dem Symbol ∅ bezeichnet3. Jetzt kann aber wirklich nichts mehr passieren: Der Durch-
schnitt zweier Mengen ist stets wieder eine Menge. Zwei Mengen A und B sind genau
dann disjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer ist, d.h. wenn A ∩B = { } gilt.

Durchschnittsmengen werden in der Mathematik immer wieder und für ganz unter-
schiedliche Zwecke gebildet. Bezeichnet man beispielsweise die Punktmengen, die zwei
einander im Punkt S schneidenden Geraden entsprechen, mit g1 und g2, so ist g1 ∩ g2
die Menge, deren einziges Element der Schnittpunkt S ist. (Salopperweise schreibt man
dann oft g1 ∩ g2 = S, obwohl es eigentlich g1 ∩ g2 = {S} heißen müsste. Erkennen Sie
den Unterschied?)

• Die Vereinigungsmenge (kurz: die Vereinigung) von A und B ist die Menge, die man
erhält, wenn die Elemente von A und B zusammengewürfelt werden. Sie wird mit dem
Symbol A ∪ B bezeichnet und ist die Menge aller Objekte, die Element von A oder
Element von B sind (oder beides). Formal sieht das so aus4:

A ∪B = {x |x ∈ A oder x ∈ B}. (3.5)

Siehe Abbildung 4 für eine Veranschaulichung.

Beispiel: Mit E von (1.2) und K = {7, 8} ist

E ∪K = {2, 3, 5, 7, 8}. (3.6)

• Die Differenzmenge (kurz: die Differenz) von B und A (beachten Sie die Reihenfolge!)
ist die Menge aller Elemente von B, die nicht Elemente von A sind. Sie wird mit dem
Symbol B\A bezeichnet5 und kurz als

”
B ohne A“ ausgesprochen. Sie entsteht, wenn

man aus B alle Elemente entfernt, die in A liegen. Formal sieht das so aus:

B\A = {x ∈ B |x /∈ A}. (3.7)

Siehe Abbildung 5 für eine Veranschaulichung.

3 Achtung: Bei ∅ besteht eine gewisse Verwechslungsgefahr mit dem griechischen Buchstaben Phi (in den
Schreibweisen φ und Φ) und dem technischen Zeichen ∅ für Durchmesser.

4 Das
”
oder beides“ muss nicht eigens dazugeschrieben werden. Generell ist mit dem Wort

”
oder“ in der

Mathematik gemeint
”
entweder . . . oder . . . oder beides“.

5 Eine andere Bezeichnung, die man hie und da findet, ist B ∼ A. Seltener (und nicht zur Nachahmung
empfohlen) ist die Schreibweise B −A.
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Abbildung 4: Mengendiagramm zur Veranschaulichung des Konzepts der Vereinigungs-
menge.

Abbildung 5: Mengendiagramm zur Veranschaulichung des Konzepts der Differenzmenge.

Beispiel: Mit F von (1.5) und H von (1.10) ist

F\H = {1, 3, 5, 7, 9}. (3.8)

Das Konzept der Differenzmenge wird auch benutzt, um einzelne Elemente aus einer
Menge auszuschließen.

Beispiel: N\{0} ist die Menge der natürlichen Zahlen, die nicht gleich 0 sind:

N\{0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . }. (3.9)

• Manchmal arbeitet man mit einer Menge (nennen wir sie G), in der alle Objekte, die in
einem bestimmten Zusammenhang auftreten können, als Elemente enthalten sind. (G
könnte die Menge aller natürlichen Zahlen oder die Menge aller reellen Zahlen sein.) Wir
nennen sie Grundmenge. Ist A ⊆ G, so wird die Differenzmenge G\A (also die Menge
aller Elemente von G, die nicht Element von A sind) als die Komplementärmenge
(kurz: das Komplement) von A (bezüglich G) bezeichnet. Ist klar, um welche Grund-
menge es sich handelt, so schreibt man anstelle von G\A kurz Ac. Siehe Abbildung 6
für eine Veranschaulichung.

Ein konkretes Beispiel für eine Komplementärmenge wurde in (3.9) bereits angegeben.
(Man könnte diese Menge in der Form {0}c anschreiben, wenn klar wäre, dass die
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Grundmenge gleich N ist. Da aber als Grundmenge oft auch die Menge aller reellen
Zahlen verwendet wird, bleibt man lieber bei der Schreibweise N\{0}.)

Abbildung 6: Mengendiagramm zur Veranschaulichung des Konzepts der Komple-
mentärmenge.

• Für manche Zwecke benötigt man geordnete Paare (kurz: Paare) von Objekten. Ein
geordnetes Paar ist eine Liste aus zwei Objekten, einem ersten und einem zweiten. Sind
a und b irgendwelche (vorzugsweise mathematische) Objekte, so schreibt man das aus
a (als erstem Objekt) und b (als zweitem Objekt) gebildete Paar in der Form

(a, b) (3.10)

an.

Achtung: Das Paar (a, b) ist nicht dasselbe wie die Menge {a, b}, denn bei
geordneten Paaren kommt es auf die Reihenfolge an, bei Mengen hingegen
nicht. Das Zahlenpaar (3, 5) ist nicht dasselbe wie das Zahlenpaar (5, 3), aber
die Mengen {3, 5} und {5, 3} sind gleich6.

Sind nun A und B Mengen, so nennt man die Menge aller geordneten Paare (a, b),
für die a ∈ A und b ∈ B ist, das kartesische Produkt der Mengen A und B und
bezeichnet sie mit dem Symbol A×B. Formal sieht das so aus:

A×B = {(a, b) | a ∈ A und b ∈ B}. (3.11)

Paare von reellen Zahlen werden benutzt, um Punkte in der Ebene anzugeben: Be-
zeichnen wir die Menge aller reellen Zahlen mit R, so ist R× R die Menge aller reellen

6 Apropos (3, 5): Wenn Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt geschrieben werden, kann der Beistrich
als Trennzeichen zwischen Zahlen verwendet werden. Dann ist klar, was die Schreibweisen für die Menge
{3.2, 5.7} oder das Paar (3.2, 5.7) bedeuten. Falls man ein Komma statt des Dezimalpunkts schreibt, braucht
man ein anderes Trennzeichen, etwa einen Strichpunkt. Dann heißt es beispielsweise {3, 2; 5, 7} und (3, 2; 5, 7).
Als Trennzeichen bei Paaren wird auch manchmal ein senkrechter Strich verwendet. Statt (a, b) scheibt man

dann (a|b). Man kann ein Paar auch in Spaltenform anschreiben, also als

(
a
b

)
. Dann ist überhaupt kein

Trennzeichen nötig.
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Zahlenpaare, d.h. die Menge aller (x, y), für die x und y reelle Zahlen sind. Werden x und
y als Koordinaten von Punkten in der Zeichenebene aufgefasst, so kann die Zeichenebe-
ne mit der Menge R×R identifiziert werden. Man kürzt sie meist als R2 (ausgesprochen

”
R zwei“) ab.

In analoger Weise können (geordnete) Tripel

(a, b, c) (3.12)

und, ganz allgemein, (geordnete) n-Tupel

(a1, a2, . . . , an) (3.13)

betrachtet und Mengen

A×B × C = {(a, b, c) | a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} (3.14)

und, ganz allgemein,

A1 × A2 × · · · × An = {(a1, a2, . . . , an) | a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An} (3.15)

definiert werden. Die Menge R×R×R aller reellen Zahlentripel (Kurzschreibweise R3)
kann mit dem (dreidimensionalen) Raum identifiziert werden.

Dieses Skriptum wurde unter Mitwirkung von Harald Stockinger im Juli 2018 erstellt,

gewissermaßen als Nachzügler im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und Durchführung von
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(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html),

einer Kooperation von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule

Technikum Wien (http://www.technikum-wien.at/).

Geringfügige Korrekturen erfolgten im Juli 2021 und im Mai 2023.
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Zahlenmengen

Franz Embacher

Fakultät für Mathematik der Universität Wien
E-mail: franz.embacher@univie.ac.at

WWW: http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/

In diesem Skriptum werden die Mengen der reellen, der natürlichen, der ganzen,
der rationalen und der irrationalen Zahlen vorgestellt.

1 Die reellen Zahlen

Fast alle Zahlen, die im Stoff des Mathematikunterrichts auftreten, sind reelle Zahlen. Reelle
Zahlen können wir schlicht und einfach als Dezimalzahlen charakterisieren. Sie lassen sich
durch eine Abfolge von Ziffern (d.h. Symbolen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9), einen Dezimal-
punkt und ein Vorzeichen (− oder +, wobei letzteres weggelassen werden kann) darstellen.
Obwohl wir beispielsweise die Zahl 5.63 als

”
fünf Komma sechs drei“ aussprechen, werden

wir, der im englischen Sprachraum üblichen Konvention folgend, keinen Beistrich, sondern
einen Punkt als

”
Dezimaltrennzeichen“ schreiben. Auch viele Computerprogramme erfordern

die Eingabe mit Dezimalpunkt.1

Beispiele für reelle Zahlen sind −5 (
”
minus fünf“), 54.321 (

”
vierundfünfzig Komma drei zwei

eins“) und Zahlen, deren Dezimaldarstellung (Dezimalentwicklung) nie abbricht, mag sie nun

• ab irgendeiner Stelle aus einer immer wiederholten Zifferngruppe bestehen (wie bei
−0.33333333 . . . und 34.7912121212 . . . ); man nennt sie periodisch,

• eine andere Regelmäßigkeit aufweisen (wie z.B. 0.101001000100001 . . . )

• oder aus einer Ziffernabfolge ohne erkennbare Ordnung bestehen, wie etwa bei der
berühmten Zahl Pi (π = 3.14159265 . . . ), die für jeden Kreis das Verhältnis von Umfang
zu Durchmesser angibt.

1 Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Dezimaltrennzeichen für die
”
Punkt-Länder“ und die

”
Komma-

Länder“!

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
http://de.wikipedia.org/wiki/Dezimaltrennzeichen
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Die Menge aller reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Manchmal will man die 0 ausschließen.
Für solche Fälle definieren wir

R∗ = {x ∈ R |x 6= 0}, (1.1)

d.h. R∗ ist die Menge aller von 0 verschiedenen reellen Zahlen.

In gewisser Hinsicht kann man sich eine reelle Zahl auch geometrisch vorstellen, nämlich als
einen Punkt auf einer Geraden. Dabei müssen zwei Punkte dieser Zahlengeraden als 0 und
1 ausgezeichnet sein. Damit kann man einen Ausschnitt der Menge R der reellen Zahlen

”
aufzeichnen“. Im folgenden Diagramm sind einige reelle Zahlen (als Strichmarkierungen bzw.

Pfeilmarkierungen, damit man sie sieht) eingezeichnet:

Abbildung 1: Skizze der Zahlengeraden mit einigen ausgewählten reellen Zahlenwerten.

Man kann auch an ein (unendlich langes) Maßband denken, dessen Markierung so fein ist, dass
sie

”
beliebig genaue Ablesungen“ gestattet. Punkte rechts von 0 werden als positive Zahlen,

Punkte links von 0 werden als negative Zahlen interpretiert. Auf diese Weise stellt sich eine
positive Zahl der Vorstellung als

”
Abstand“ vom Nullpunkt (von der Nullmarkierung) dar. So

hat der Punkt
”
1“ vom Nullpunkt den Abstand 1. Negative Zahlen entsprechen

”
minus ihrem

Abstand“ vom Nullpunkt. Entsprechend der ansteigenden Richtung setzt man oft ans rechte
Ende einer Skizze der Zahlengeraden einen Pfeil.

Einige Teilmengen von R sind so wichtig, dass sie eigene Namen erhalten.

2 Die natürlichen Zahlen

Die natürlichen Zahlen sind die Zahlen, mit denen wir zählen, wobei wir mit 0 beginnen2:

0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . . (2.1)

Die Menge aller natürlichen Zahlen bezeichnen wir mit dem Symbol N, also

N = {0, 1, 2, 3, 4, 5 . . . }. (2.2)

Wollen wir die 0 ausschließen, so verwenden wir das Symbol N∗:

N∗ = {n ∈ N |n 6= 0} = {1, 2, 3, 4, 5, . . . }. (2.3)

Da diese Menge aus allen positiven natürlichen Zahlen besteht, ist für sie auch die Bezeichnung
N+ gebräuchlich.

Werden zwei natürliche Zahlen addiert oder multipliziert, so erhalten wir wieder eine natürliche
Zahl.

2 Achtung! Hier gibt es zwei Konventionen: Nach der älteren, die in der mathematischen Literatur aber
durchaus noch Verwendung findet, wird unter der

”
Menge der natürlichen Zahlen“ die Menge {1, 2, 3, . . . }

verstanden, also ohne die 0 ! Um Verwechslungen zu vermeiden, kann man, wenn die 0 dabei sein soll, die
Bezeichnung N0 = {0, 1, 2, 3, . . . } verwenden. Das wird auch in den meisten Seiten von mathe online so
gemacht.
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3 Die ganzen Zahlen

Wird eine natürliche Zahl von einer anderen abgezogen, so kann es passieren, dass das Ergebnis
keine natürliche Zahl ist (Beispiel: 5−7 = −2 /∈ N). Unter diesem Makel leidet die Menge der
ganzen Zahlen nicht. Wir definieren eine ganze Zahl als eine reelle Zahl, deren Dezimaldar-
stellung unmittelbar nach dem Dezimalpunkt abbricht, danach also nur Nullen besitzt (die wir
natürlich nicht anschreiben müssen). Die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen wir mit dem
Symbol Z, also

Z = {. . . ,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . }. (3.1)

Auf der Zahlengeraden bildet sie eine Abfolge von Punkten im Abstand 1, von 0 aus nach
rechts und links gehend.

Innerhalb der Menge Z können wir nach Herzenslust addieren, multiplizieren und subtrahieren,
und das Ergebnis wird stets wieder in Z liegen.

4 Die rationalen Zahlen

Wird eine ganze Zahl durch eine andere (von 0 verschiedene) ganze Zahl dividiert, so kann
es passieren, dass das Ergebnis keine ganze Zahl ist (Beispiel: 3 : 7 = 3

7
). Daher definieren

wir als weitere
”
Zahlenerweiterung“ die rationalen Zahlen als jene reellen Zahlen, die durch

Division ganzer Zahlen erhalten werden. Das sind genau alle Bruchzahlen, d.h. alle Zahlen
der Form m

n
, wobei m,n ∈ Z und n 6= 0 ist. Wir bezeichnen die Menge aller rationalen Zahlen

mit dem Symbol Q.

Aus den Regeln der Division folgt, dass die Elemente von Q genau jene reellen Zahlen sind,
deren Dezimaldarstellung entweder abbricht, d.h. ab einer bestimmten Stelle nur Nullen auf-
weist (wie etwa 12.83, was wir auch als Bruchzahl 1283

100
schreiben können), oder periodisch ist,

d.h. ab einer bestimmten Stelle eine sich immer wiederholende Ziffernfolge aufweist, wie das
Beispiel

−617
55

= −11.2181818 . . . (4.1)

illustriert.3

Eine rationale Zahl kann daher wahlweise als Bruchzahl oder durch ihre Dezimaldarstellung
angeschrieben werden. So besteht etwa zwischen 2

5
und 0.4 – abgesehen von der unterschied-

lichen Darstellungsweise – keinerlei Unterschied!

Auf der Zahlengeraden bilden die rationalen Zahlen eine Menge von Punkten, die sehr
”
dicht“

liegen – viel dichter, als man je einzeichnen könnte, denn zwischen je zwei rationalen Zahlen
liegt stets wieder eine rationale Zahl (tatsächlich sogar unendlich viele)!

3 Der Vollständigkeit halber erwähnen wir, dass die Dezimaldarstellung nicht ganz eindeutig ist. So kann
die Zahl 1 auch als 0.9999999 . . . oder die Zahl 12.83 als 12.829999999 . . . geschrieben werden. Um ersteres
einzusehen, gehen Sie von 1

3 = 0.3333333 . . . aus und berechnen 1 = 3 · 13 = 0.9999999 . . . .
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5 Die irrationalen Zahlen

Die irrationalen Zahlen sind jene reellen Zahlen, die nicht rational sind. Das sind also jene, die
nicht als Brüche ganzer Zahlen geschrieben werden können oder, was damit gleichbedeutend
ist, deren Dezimaldarstellung weder abbricht noch periodisch ist. Ein Beispiel wäre

0.101001000100001 . . . , (5.1)

andere Beispiele sind die Kreiszahl π = 3.14159265 . . . oder
√
2 = 1.414213562 . . . . Man

kann zeigen, dass die Wurzel aus einer natürlichen Zahl entweder wieder eine natürliche Zahl
(wie beispielsweise

√
9 = 3) oder eine irrationale Zahl ist.

Die Menge der irrationalen Zahlen (der wir keinen eigenen Buchstaben als Namen zuweisen)
kann als R\Q geschrieben werden4: die Menge aller Elemente von R, die nicht in Q liegen.

6 Tipps zur Angabe von Zahlen

Zahlen all dieser Mengen müssen oft als Resultate von Berechnungen angegeben werden.
Eine Zahl

”
anzugeben“ bedeutet, irgendeine Information anzugeben, die sie eindeutig festlegt.

Dabei ist es sinnvoll, von vornherein die exakte Angabe einer Zahl von der Angabe eines
Näherungswerts zu unterscheiden.

Manchmal können reelle Zahlen recht leicht durch gewisse Eigenschaften charakterisiert wer-
den (wie zum Beispiel

√
2 als jene positive reelle Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist), während die

Angabe ihrer Dezimaldarstellung sehr schwer fällt. Es ist auch nicht immer erforderlich, reelle
Zahlen in Dezimaldarstellung anzugeben. So ist es etwa ziemlich überflüssig, anstelle der Zahl 1

7

die (periodische) Dezimaldarstellung 0.142857142857142857 . . . anzuschreiben. Eine Angabe
wie 0.142857 (ohne Hinweis, dass es sich um eine periodische Dezimaldarstellung handelt) ist
ohnedies nicht 1

7
, sondern nur ein Näherungswert! Oder, um ein anderes Beispiel anzuführen:

Die Zahl π ist eine eindeutig bestimmte reelle Zahl, während 3.14 oder 3.14159 ebenfalls nur
Näherungen, also von π verschiedene Zahlen sind, die nur ungefähr so groß sind wie π. In
vielen mathematischen Formeln kommt die Zahl π vor, ohne dass dort ihre Dezimaldarstel-
lung verwendet werden müsste. Sie werden noch vielen anderen solchen Zahlen begegnen und
sollten der Versuchung widerstehen, jede auftretende Zahl sofort in ihre Dezimaldarstellung
umzurechnen oder durch einen Näherungswert zu ersetzen.

Beachten Sie bitte auch, dass Sie mit Zwischenergebnissen weiterrechnen müssen! Daher ist
es im Hinblick auf spätere Vereinfachungsmöglichkeiten (wie Kürzen) meistens sinnvoll, die
Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch ganzer Zahlen (wie etwa 2

5
) der Dezimaldarstellung

(wie 0.4) vorzuziehen.

Und noch etwas: Bitte verwenden Sie nicht die Schreibweise 31
2

für
”
dreieinhalb“, da hier

eine Verwechslungsgefahr mit
”
3 mal 1

2
“ besteht, obwohl 3 + 1

2
gemeint ist! Schreiben Sie

stattdessen entweder 7
2

oder 3.5!

4 Das Symbol \ bedeutet
”
ohne“. Siehe dazu das Skriptum Mengen und Mengenoperationen.
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7 Wie viele Elemente...?

Die hier definierten Mengen R, N, Z und Q sowie die Menge der irrationalen Zahlen sind
unendliche Mengen, d.h. sie besitzen unendlich viele Elemente. Interessanterweise besitzen die
Mengen N, Z und Q in einem gewissen Sinn

”
gleich viele“ Elemente – sie lassen sich als

(unendliche) Liste aufzählen. Um etwa die Elemente von Z als Liste aufzuzählen, gehen wir
einfach so vor:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . . . (7.1)

Die rationalen Zahlen aufzuzählen, ist etwas schwieriger, aber es geht! Mengen, deren Elemente
wir auflisten können (d.h. deren Elementen wir

”
Platznummern“ zuweisen können), heißen

abzählbar. Dass das
”
Unendliche“ nicht leicht mit unseren Alltagsvorstellungen zu fassen ist,

wird dadurch illustriert, dass zwar N eine echte5 Teilmenge von Q ist, die beiden Mengen aber
dennoch in einem gewissen Sinn

”
gleich groß“ (die mathematische Bezeichnung dafür lautet

gleichmächtig) sind!

Die reellen Zahlen lassen sich allerdings nicht in Form einer Liste aufzählen6, und das gleiche
gilt für die irrationalen Zahlen – es gibt

”
zu viele“ von ihnen! Wir nennen derartige Men-

gen überabzählbar. In diesem Sinn gibt es sehr viel mehr reelle oder irrationale Zahlen als
natürliche, ganze oder rationale. Die Menge der reellen Zahlen wird auch als

”
Kontinuum“

bezeichnet, und das Adjektiv
”
kontinuierlich“ bezieht sich meist auf sie. Für unsere Vorstel-

lung bedeutet das, dass sie alle Punkte der Zahlengeraden umfasst, während die Menge der
rationalen Zahlen, die wir ja ebenfalls auf der Zahlengeraden untergebracht haben, gewisserma-
ßen

”
Lücken“ besitzt (allerdings keine Lücken von endlicher Größe), in denen die irrationalen

Zahlen sitzen.

Dieses Skriptum wurde erstellt im April 2014 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

5 D.h. N ⊆ Q und N 6= Q. Siehe dazu das Skriptum Mengen und Mengenoperationen.
6 Wenn Sie einen verblüffend einfachen Beweis dieser Tatsache sehen wollen, hier ist er: Angenommen, wir

könnten die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (also jene, deren Dezimaldarstellung mit
”
0.“ beginnt) als Liste

aufschreiben. Dann wählen Sie eine reelle Zahl in Dezimaldarstellung,

• deren erste Ziffer nach dem Dezimalpunkt nicht mit jener der ersten Zahl in der Liste übereinstimmt,
• deren zweite Ziffer nach dem Dezimalpunkt nicht mit jener der zweiten Zahl in der Liste übereinstimmt,
• deren dritte Ziffer nach dem Dezimalpunkt nicht mit jener der dritten Zahl in der Liste übereinstimmt,
• deren vierte Ziffer nach dem Dezimalpunkt nicht mit jener der vierten Zahl in der Liste übereinstimmt,
• usw.

Mit dieser Vorgangsweise erhalten Sie eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, die nicht in der Liste enthalten ist
– was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass die Liste alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 umfasst! Dieser
wunderbare Beweis geht auf Georg Cantor (1845 – 1918) zurück, den Begründer der Mengenlehre.

http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
http://www.mathe-online.at/
http://www.technikum-wien.at/
http://www.mathe-online.at/skripten/
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Abbildung 3: Punktgraph, der die in der Wertetabelle (5.4) enthaltenen Paare (x, f(x))
zeigt. Jede Zeile der Tabelle (außer jener für x = 0, wo die Funktion f nicht definiert
ist) entspricht einem Punkt. Jeder dieser Punkte liegt auf dem in Abbildung 1 gezeigten
Graphen.

den Funktionsterm, um das Verhalten in der Nähe der Definitionslücke zu erschließen8. Eine
gewissenhafte Strategie wird in solchen Fällen dann auch zusätzliche Berechnungen und Ar-
gumente heranziehen (etwa um Nullstellen und – mit Hilfe der Differentialrechnung – lokale
Minimum- und Maximumstellen sowie Wendestellen zu ermitteln). Sobald Sie über ausrei-
chende Zusatzinformationen verfügen, können Sie den Bleistift ansetzen, um den Graphen zu
zeichnen.

Ein grafischer Taschenrechner oder ein Computerprogramm macht bei der Erstellung eines
Funktionsgraphen im Grunde nichts anderes, als eine Liste ausgewählter, recht eng neben-
einander liegender x-Werte zu wählen, die zugehörigen Funktionswerte zu berechnen, die
entsprechenden Punkte zu zeichnen und zu verbinden, sodass sich der Eindruck einer Linie
(in unserem Beispiel: zweier Linien) ergibt. Manche – die etwas

”
intelligenteren“ – Program-

me berücksichtigen durch geschickte Rechnungen mit dem Funktionsterm die Krümmung der
Kurve und erkennen sogar Definitionslücken.

Tabellen zur Darstellung von Funktionen können etwa dann eingesetzt werden, wenn den
Personen, die Funktionswerte ermitteln müssen, deren Berechnung aus einem Funktionsterm

8 Dieser Blick könnte ergeben, dass sich x2 + 1
x in der Nähe von x = 0 näherungsweise so verhält wie 1

x ,
also großen Betrag und das gleiche Vorzeichen wie x hat.
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oder deren Ablesung aus einem Graphen nicht zugemutet werden soll oder wenn dies aus
anderen Gründen unpraktisch ist. Wenn Ihnen beispielsweise Ihr Bankberater zeigen will, wie
sich Ihr angelegtes Geld im Laufe der Zeit vermehren wird, wird er Ihnen wahrscheinlich eine
Tabelle zeigen. In früheren Zeiten waren umfangreiche Tabellenwerke auch in technischen
und wissenschaftlichen Bereichen eine unentbehrliche Hilfe, während heute (sofern die nötigen
Berechnungen nicht auch die Computer überfordern) mit einem Mausklick Funktionsterme
ausgewertet und Funktionsgraphen erstellt werden können.

6 Funktionen, die direkt aus der
”

Wirklichkeit“ kommen

Bisher haben wir von reellen Funktionen gesprochen, die durch die Angabe einer Definitions-
menge und eines Funktionsterms (oder im Fall abschnittsweise definierter Funktionen durch
mehrere Terme) definiert sind9. Wenn wir diese Abhängigkeit einer Größe von einer anderen
Größe aus realen Beobachtungen erschließen (etwa den zeitlichen Verlauf der Temperatur ei-
nes Bauteils in einer Maschine), so wird das nicht immer möglich sein. Jeder in der Praxis
zur Beschreibung eines realen Sachverhalts benutzte Funktionsterm enthält von vornherein
eine Portion

”
Theorie“, d.h. idealisierende Annahmen, die seine Form rechtfertigen. Bei der

Darstellung realer Beobachtungsdaten ist es oft gar nicht zweckmäßig, mit Funktionstermen
zu arbeiten.

Ein Beispiel wäre die Lufttemperatur, wie sie von der meteorologischen Station der Hohen
Warte in Wien in den letzten 24 Stunden (etwa in Abständen von 15 Minuten) gemessen worden
ist. Um die Daten möglichst unverfälscht nutzen zu können, dürfen wir nicht annehmen, etwas
über die Temperatur zwischen den Messzeitpunkten zu wissen. In einem solchen Fall liegt ein
Funktionsterm T (t), der die Temperatur T in Abhängigkeit von einer Zeitvariable t beschreibt,
die innerhalb des betrachteten Zeitintervalls beliebige reelle Werte annehmen kann, schlicht
und einfach nicht vor. Wir können dann aber immer noch die Messwerte (im Rahmen der
Messgenauigkeit) als Funktionswerte ansehen, sofern die Definitionsmenge aus den (endlich
vielen) Messzeitpunkten besteht. Das verschafft uns zwar keinen Funktionsterm (und einen
Term zu suchen, der die reinen Beobachtungsdaten korrekt wiedergibt, hätte angesichts der
Zufälligkeiten, die die Temperatur ständig beeinflussen, nicht viel Sinn), aber immerhin können
wir Tabellen und Punktgraphen benutzen, um die Daten darzustellen. In manchen realistischen
Darstellungen von gemessenen Temperaturverläufen liegen die Punkte des Punktgraphen so
nahe, dass der Eindruck einer kontinuierlichen Linie entsteht.

Eine andere, davon zu unterscheidende (aber ebenfalls wichtige) Sache ist eine sich auf die

”
reinen“ Beobachtungsdaten – und in der Regel auch auf theoretische (physikalische) Annah-

men – stützende Modellierung des Temperaturverlaufs (oder eines typischen Temperaturver-
laufs). In einem solchen Fall wird – im Gegensatz zur reinen Datendarstellung – die Angabe

9 Eine Ausnahme ist die in (5.1) – (5.3) betrachtete Funktion σ, deren Zuordnungsvorschrift in ei-
ner anderen Form angegeben wurde. Aber selbst für diese Funktion lässt sich ein Term angeben: σ(x) =
− 1

2

(
3x2 − 11x+ 4

)
. Überprüfen Sie ihn durch Einsetzen von x = 1, x = 2 und x = 3 ! Ein anderer Term,

der dieselbe Funktion charakterisiert, ist σ(x) = (x+ 1)mod 3. Der Teil mod3 (
”
modulo 3“) bezeichnet den

Rest bei Division durch 3. Siehe dazu auch Fußnote 7.
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eines Terms (der die Beobachtungsdaten möglichst gut wiedergibt, aber nicht auf endlich viele
Messzeitpunkte beschränkt ist) ein wünschenswertes Ziel sein.

7 Übungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Übungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewältigen können sollten:

• Lesen Sie für die in (2.1) definierte Funktion f aus dem Graphen in Abbildung 1
näherungsweise die Lösungen der Gleichung f(x) = 10 ab!
Lösung:

DieLösungensindnäherungsweise−3.2,0.1und3.1.

• Lösen Sie für die Funktion U von (3.1) unter Zuhilfenahme der Funktionsterme und des
Graphen in Abbildung 2 die Gleichungen U(t) = 0.5 , U(t) = 1 und U(t) = 2!
Lösungen:

DieLösungsmengevonU(t)=2istL={4}.
DieLösungsmengevonU(t)=1istL={t∈R|0≤t<2odert=3}=[0,2)∪{3}.

DieLösungsmengevonU(t)=0.5istL={2.5}.
• Ermitteln Sie die Bildmenge der in (5.1) – (5.3) definierten Funktion σ!

Lösung:

DieBildmengeist{1,2,3}.SieistgleichderZielmenge.

• Zeichnen Sie einen Punktgraphen der in (5.1) – (5.3) definierten Funktion σ!
Lösung:
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• Sei p die durch

p : R → R
p(x) = 3 x2 − 2

definierte Funktion. Geben Sie zwei Punkte an, die auf dem Graphen von p liegen! (Sie
müssen dazu den Graphen nicht zeichnen!)
Lösung:

BeispielesinddiePunkte(0,−2)und(1,1).
Funktionswertp(x)!DerPunkt(x,p(x))liegtdannaufdemGraphenvonp.

Tipp:WählenSieeinebeliebigereelleZahlxundberechnenSiedenzugehörigen

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juli 2014 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und
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Dieses Skriptum behandelt die Funktionsterme und Graphen linearer Funktionen
und geht auf die Begriffe Änderungsrate und Anstieg (Steigung) ein.

1 Lineare Funktionen

Eine reelle lineare Funktion ist eine reelle Funktion, deren Zuordnungsvorschrift vom Typ

x 7→ k x + d (1.1)

ist, wobei k und d fix vorgegebene reelle Zahlen (Konstanten1) sind. Ist d = 0, so wird die
Funktion linear-homogen, ansonsten linear-inhomogen genannt2. Die größtmögliche Defi-
nitionsmenge einer reellen linearen Funktion ist ganz R. Bei Bedarf kann die Definitionsmenge
natürlich als echte Teilmenge von R festgelegt werden.

Eine lineare Funktion mit k = 0 ist konstant. Eine lineare Funktion mit k 6= 0 (wir wollen sie
im Folgenden f nennen) stellt eine bestimmte Form der Zu- bzw. Abnahme dar, die folgen-
dermaßen charakterisiert werden kann: Wir setzen uns gedanklich an eine beliebige Stelle x0

und rücken von dort um eine Strecke ∆x > 0 vor, betrachten also auch die Stelle x0 + ∆x.

Anmerkung zur Bezeichnung von Änderungen: Um Änderungen auszudrücken,
wird in der Mathematik und in angewandten Wissenschaften oft das Symbol ∆
(ein großes griechisches

”
Delta“) verwendet. ∆x bezeichnet hier also die Diffe-

renz
”
neue Stelle minus alte Stelle“. Die

”
alte Stelle“ ist x0, die

”
neue Stelle“ ist

x0 + ∆x. Deren Differenz ist klarerweise ∆x.

1 Auch Parameter oder Koeffizienten genannt.
2 Das Wort

”
linear“ wird in der Mathematik leider ein bisschen uneinheitlich verwendet. In manchen Teil-

gebieten (wie der linearen Algebra) versteht man darunter das, was wir hier als
”
linear-homogen“ bezeichnen.

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
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Die Funktionswerte an diesen beiden Stellen sind3

f(x0) = k x0 + d (1.2)

f(x0 + ∆x) = k (x0 + ∆x) + d (1.3)

und können miteinander verglichen werden. Ihre Differenz ist4

∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0) = k (x0 + ∆x) + d− k x0 − d = k ∆x, (1.4)

woraus folgt
f(x0 + ∆x) = f(x0) + k ∆x. (1.5)

Wird von einer beliebigen Stelle x0 zu einer (neuen, größeren) Stelle x0 + ∆x übergegangen,
so erhält man den neuen Funktionswert, indem zum alten Funktionswert k ∆x addiert wird5.
Das bedeutet:

• Ist k > 0, so vergrößert sich der Funktionswert beim Übergang von x0 zu x0 + ∆x (d.h.
beim

”
Vorrücken um ∆x“) um den konstanten Wert k ∆x, und zwar egal, von welchem

x0 man ausgegangen ist.

• Ist k < 0, so ändert sich der Funktionswert beim Übergang von x0 zu x0 + ∆x (d.h.
beim

”
Vorrücken um ∆x“) um den konstanten Wert k ∆x, was jetzt einer Verkleinerung

entspricht, da ja k ∆x < 0 ist. Auch das gilt immer, gleichgültig, von welchem x0 man
ausgegangen ist.

Die Begiffe
”
vorrücken“,

”
neuer Funktionswert“,

”
Vergrößerung“ und

”
Verkleinerung“ werden

besonders deutlich, wenn man sich vorstellt, dass die Variable x die Zeit darstellt und die
Funktion f einen zeitlichen Verlauf modelliert.

Hier ein konkretes Beispiel, das dieses Verhalten verdeutlicht: Um einen Ge-
brauchsgegenstand von einer Firma auszuleihen, muss man eine Grundgebühr von
5 Euro bezahlen und dazu noch 2 Euro pro Tag, bis man ihn zurückbringt. Ist x die
Zahl der Tage, die eine solche Ausleihe dauert, und f(x) die dafür zu entrichtende
Gebühr (in Euro), so gilt

f(x) = 2 x + 5. (1.6)

3 Beachten Sie, dass in (1.3) der Ausdruck f(x0 + ∆x) bedeutet:
”
f angewandt auf x0 + ∆x“, während

der Ausdruck k (x0 + ∆x) bedeutet:
”
k mal x0 + ∆x“. Letzterer könnte auch in der Form k · (x0 + ∆x)

geschrieben werden (was aber nicht generell üblich ist, da die Malpunkte, sofern es nicht um reine Zahlen
geht, meist weggelassen werden). Die Klammern um x0 +∆x dienen in diesen beiden Ausdrücken also gänzlich
verschiedenen Zwecken, obwohl f(x0 + ∆x) und k (x0 + ∆x), von den Buchstaben abgesehen, ganz gleich
aussehen. Derartige Unterschiede in der Bedeutung von Klammern sollten Sie aus dem jeweiligen Kontext
heraus erkennen!

4Mit ∆f wird hier die Änderung des Funktionswerts, d.h. die Differenz
”
Funktionswert an der neuen Stelle

minus Funktionswert an der alten Stelle“ bezeichnet. Die Kurzschreibweise ∆f hat den Nachteil, dass durch
sie im Unterschied zur ausführlichen Schreibweise f(x0 + ∆x)− f(x0) die Stelle x0 nicht angegeben ist. Aber
ihr Vorteil stellt sich ein, sobald Sie sich daran gewöhnt haben, ein ∆ sogleich als eine Änderung bzw. eine
Differenz zu erkennen.

5 Die Beziehungen (1.3), (1.4) und (1.5) gelten auch für negative ∆x. Aber nur für ∆x > 0 beschreiben
sie, wie sich der Funktionswert für wachsendes x ändert.
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Hier ist also k = 2 und d = 5. Als Definitionsmenge wird sinnvollerweise die
Menge N aller natürlichen Zahlen gewählt. (Der Tag 0 ist jener, an dem die
Ausleihe stattfindet.) Um welchen Wert erhöht sich die zu zahlende Gebühr pro
Woche? Da eine Woche 7 Tage hat, entspricht das dem Fall ∆x = 7. Die für
beliebige lineare Funktionen geltende Beziehung (1.5) nimmt in diesem Beispiel
die Form

f(x0 + 7) = f(x0) + 2 · 7 = f(x0) + 14 (1.7)

an. Jede Woche erhöht sich die Gebühr um 14 Euro, und zwar gleichgültig, an
welchem Tag (x0) zu zählen begonnen wird. In jedem Fall ist die Gebühr eine
Woche später um 14 Euro angestiegen. Man nennt diesen Typ eines zeitlichen
Verlaufs lineares Wachstum.

Einen wichtigen Spezialfall erhalten wir, indem wir ∆x = 1 setzen. Aus (1.5) folgt dann

f(x0 + 1) = f(x0) + k. (1.8)

Die Konstante k ist daher der Zuwachs des Funktionswerts, wenn die Variable (ausgehend von
einem beliebigen Wert) um 1 erhöht wird. (Ist k < 0, so ist dieser

”
Zuwachs“ negativ, was

einer Abnahme entspricht.)

Die Bedeutung der Konstante d ergibt sich, indem im Funktionsterm x = 0 gesetzt wird:

f(0) = d. (1.9)

d ist also nichts anderes als der Funktionswert an der Stelle 0. Bezeichnet x die Zeit, und
entspricht x = 0 dem Anfangszeitpunkt eines durch f beschriebenen zeitlichen Verlaufs, so ist
d dessen

”
Anfangswert“.

Im Beispiel (1.6) einer Ausleihgebühr ist d = 5. Diese Konstante stellt die Grund-
gebühr dar, also jene Gebühr, die bereits zu Beginn (am

”
nullten Tag“) besteht.

2 Änderungsrate

Die Beziehung (1.4) besagt, dass die Änderung ∆f des Funktionswerts beim Übergang von
einer beliebigen Stelle x0 zur Stelle x0 + ∆x, also die Differenz f(x0 + ∆x) − f(x0), stets
gleich k ∆x ist.

Für das obige Beispiel (1.6) einer Ausleihgebühr bedeutet das: Die Änderung (der
Zuwachs) der Gebühr während ∆x Tagen ist 2 ∆x.

Anstatt der Differenz ∆f der zwei Funktionswerte (der Änderung) kann auch die Änderungsrate
betrachtet werden. Sie ist definiert als der Quotient

Änderungsrate =
∆f

∆x
=

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
, (2.1)
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also als
”
Änderung des Funktionswerts dividiert durch Änderung der Stelle“. Genauer handelt

es sich um die Änderungsrate zwischen x0 und x0 + ∆x oder, kurz ausgedrückt, um die

”
Änderungsrate im Intervall6 [x0, x0+∆x]“. Sie drückt die Änderung

”
pro vorgerückter Strecke

∆x“ aus7. Mit (1.4) ergibt sich für jede lineare Funktion

Änderungsrate =
∆f

∆x
=

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=

k ∆x

∆x
= k. (2.2)

Die Änderungsrate einer linearen Funktion (in jedem beliebigen Intervall) ist daher stets gleich
der Konstante k.

Für das Beispiel (1.6) einer Ausleihgebühr bedeutet das: Die Änderungsrate der
Gebühr ist gleich 2 oder, genauer ausgedrückt,

”
2 Euro pro Tag“.

Eine Rate erkennt man in der Regel daran, dass ihre Beschreibung in Worten ein
”
pro“ enthält.

Da die
”
Änderung ∆f des Funktionswerts pro vorgerückter Strecke ∆x“ gleich k ist, ergibt

sich für ein gegebenes ∆x die Änderung ∆f mit Hilfe einer einfachen Schlussrechnung zu
k ∆x, was nichts anderes als (1.4) ist.

Für das Beispiel (1.6) einer Ausleihgebühr sieht diese Schlussrechnung so aus:

• Die Änderungsrate der Gebühr ist gleich 2 Euro pro Tag. Die Änderung der
Gebühr während eines Tages ist gleich 2 Euro.
• Die Änderung der Gebühr während eines Zeitraums von 4 Tagen ist 2 ·4 Euro

= 8 Euro.
• Die Änderung der Gebühr während einer Woche (7 Tage) ist gleich 2 ·7 Euro

= 14 Euro.
• Allgemein: Die Änderung der Gebühr während eines Zeitraums von ∆x Tagen

ist 2 ∆x Euro.

Ein anderes Beispiel einer Änderungsrate ist die Geschwindigkeit. Modellieren wir eine Be-
wegung mit konstanter Geschwindigkeit: Die Zeit sei durch die Variable t dargestellt, und s(t)
sei jene Kilometermarkierung entlang einer Straße, bei der sich ein Fahrzeug zum Zeitpunkt t
befindet. Fährt es mit konstanter Geschwindigkeit, so gilt

s(t) = v t + d, (2.3)

wobei v und d fix vorgegebene Konstanten sind. Da s(0) = d gilt, ist d jene Kilometermarkie-
rung, bei der das Fahrzeug zur Zeit 0 ist (der

”
Anfangsort“). Die Änderung des Funktionswerts

zwischen einem beliebigen Zeitpunkt t0 und dem späteren Zeitpunkt t0 +∆t (also der zwischen
diesen Zeitpunkten zurückgelegte Weg) ist gleich

∆s = s(t0 + ∆t)− s(t0) = v (t0 + ∆t) + d− v t0 − d = v ∆t. (2.4)

6 Zum Begriff des Intervalls siehe das Skriptum Die Ordnung der reellen Zahlen.
7 Man kann sie auch durchschnittliche oder mittlere Änderungsrate nennen. Dieser Zusatz ist in unserem

Zusammenhang nicht so wichtig, wird aber in der Differentialrechung bedeutsam, wenn auch die Änderungsrate

”
an einer Stelle x0“, also die

”
momentane“ Änderungsrate betrachtet wird. Für lineare Funktionen sind mittlere

und momentane Änderungsrate identisch.
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Die Änderungsrate während des Zeitintervalls [t0, t0 + ∆t] ist die
”
pro verstrichener Zeit ∆t

zurückgelegte Strecke“, eine Größe, die wir als Geschwindigkeit bezeichnen. Wir berechnen sie
zu

Geschwindigkeit = Änderungsrate =
s(t0 + ∆t)− s(t0)

∆t
=

v ∆t

∆t
= v. (2.5)

Die Konstante v in (2.3) ist also nichts anderes als die Geschwindigkeit8. Messen wir die
Funktionswerte (d.h. die zurückgelegte Strecke) in Kilometer und die Zeit t in Stunden, so
messen wir v in

”
Kilometer pro Stunde“. Hier ist wieder das

”
pro“, das eine Rate anzeigt.

Auch in der Abkürzung dieser Einheit, km/h, erkennen wir das
”
pro“ am Schrägstrich, der die

Division ausdrückt, oder in der Form km
h

am Bruchstrich9.

3 Graphen linearer Funktionen

Der Graph jeder linearen Funktion f (mit Zuordnungsvorschrift (1.1) und Definitionsmenge
R) ist eine Gerade. Ist k = 0, so ist f eine konstante Funktion. Die Funktionsgleichung lautet
dann f(x) = d. In diesem Fall ist der Graph eine

”
horizontale“ (d.h. zur ersten Achse parallele)

Gerade. Aber auch für jedes k 6= 0 ist der Graph eine Gerade. Lesen Sie den nun folgenden
Beweis dieser Tatsache und versuchen Sie, ihn zu verstehen:

Beweis: Wir nennen unsere Funktion f . Ihre Zuordnungsvorschrift ist vom Typ
(1.1). Geht man von einem beliebigen Punkt P = (x0, f(x0)) = (x0, k x0 +d) des
Graphen aus und rückt von der Stelle x0 aus um ∆x > 0 vor, so ergibt sich der
Punkt Q = (x0 + ∆x, f(x0 + ∆x)) = (x0 + ∆x, k x0 + d + k ∆x), der ebenfalls
auf dem Graphen liegt. Wird in der Zeichenebene vom Punkt P zum Punkt Q
geschritten, indem man zuerst von P die Strecke ∆x nach

”
rechts“ in Richtung der

ersten Achse (
”
in x-Richtung“) vorrückt und dann (nach

”
oben“ oder

”
unten“) in

Richtung der zweiten Achse bis Q geht, so entsteht ein rechtwinkeliges Dreieck, ein
sogenanntes Steigungsdreieck, wie in Abbildung 1 illustriert. Die

”
horizontale“

(zur ersten Achse parallele) Kathete hat die Länge ∆x. Für die
”
vertikale“ (zur

zweiten Achse parallele) Kathete wird der Wert ∆f = k ∆x notiert. (Ist k positiv,
so ist ∆f die Länge dieser Kathete, ist k negativ, so ist ∆f gleich minus der
Länge dieser Kathete.) Das Verhältnis der (möglicherweise mit einem Minuszeichen
versehenen)

”
vertikalen“ zur

”
horizontalen“ Kathetenlänge ist

∆f

∆x
=

k ∆x

∆x
= k (3.1)

und damit unabhängig von x0 und ∆x. Nach dem Strahlensatz sind daher alle

8 Man kann sie auch Durchschnittsgeschwindigkeit nennen. Dieser Zusatz ist in unserem Zusammenhang
nicht so wichtig, wird aber dann bedeutsam, wenn ein Fahrzeug mal langsamer und mal schneller fährt.
Dann ist die Durchschnittsgeschwindigkeit von der Momentangeschwindigkeit zu unterscheiden. Siehe auch
Fußnote 7.

9 Der Hauptgrund, warum wir nicht
”
Stundenkilometer“ sagen sollten, besteht darin, dass dann dieses

wichtige
”
pro“ verschluckt wird.
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Steigungsdreiecke zueinander ähnlich10, was impliziert, dass ihre Hypotenusen mit
den Koordinatenachsen alle die gleichen Winkel bilden. Das ist nur möglich, wenn
der Graph eine Gerade ist.

Abbildung 1: Graph einer linearen Funktion f(x) = k x + d (wobei hier angenommen
ist, dass k und d positiv sind). Eingezeichnet sind zwei Steigungsdreiecke (ein

”
allgemei-

nes“ mit beliebigem ∆x > 0 und eines – rechts oben – mit ∆x = 1), die den Anstieg
k des Graphen angeben, sowie der Abschnitt auf der zweiten Achse, d. Der hier skiz-
zierte Sachverhalt wird benutzt, um den Graphen einer gegebenen linearen Funktion zu
zeichnen und, umgekehrt, um die Konstanten k und d zu ermitteln (

”
abzulesen“), wenn

der Graph gegeben ist. Beachten Sie, dass die beiden Steigungsdreiecke (so wie alle
Steigungsdreiecke, die für diese Funktion gezeichnet werden können) zueinander ähnlich
sind und daher den gleichen Anstieg ausdrücken!

Wie die Beziehung (3.1) ausdrückt, ist in jedem Steigungsdreieck das Verhältnis ∆f
∆x

gleich
k. Die Konstante k wird als Anstieg oder Steigung des Graphen bezeichnet. Der Anstieg
ist also eine Größe, die die

”
Steilheit“ einer Geraden in Bezug auf die erste Koordinatenachse

beschreibt.

Der Graph einer durch einen Term angegebenen linearen Funktion mit k 6= 0 kann gezeichnet
werden, sobald zwei Punkte, die auf ihm liegen, ermittelt worden sind. Das wird beispielsweise
mit einer der drei folgenden Methoden gemacht:

• Methode 1: Wegen f(0) = d liegt der Punkt (0, d) auf dem Graphen. Die Konstante d
wird daher auch

”
Abschnitt auf der zweiten Achse“ oder

”
Ordinatenabschnitt“ genannt.

10 Zwei geometrische Figuren sind zueinander ähnlich, wenn das Verhältnis zweier Strecken der einen Figur
stets gleich dem Verhältnis der entsprechenden Strecken der anderen Figur ist. Ähnliche Figuren sind

”
auf-

geblasene“ bzw.
”
geschrumpfte“ Versionen voneinander, wobei alle Proportionen (Seitenverhältnisse) gleich

bleiben. Insbesondere sind alle einander entsprechenden Winkel gleich.
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Um einen zweiten Punkt des Graphen zu finden, geht man von diesem ersten Punkt
eine beliebige Strecke ∆x > 0 nach

”
rechts“ und die Strecke k ∆x

”
hinauf“ (wobei

”
hinauf“ im Fall negativer k bedeutet, die entsprechende Strecke

”
hinunter“ zu gehen).

Das ergibt einen zweiten Punkt (∆x, k ∆x + d), der ebenfalls auf dem Graphen liegt.

Sie können diese Vorgangsweise auch so interpretieren: Die Zahlen ∆x und
k ∆x bestimmen die Seitenverhältnisse eines Steigungsdreiecks und damit die
Richtung der Geraden. Gehen Sie vom Punkt (0, d) aus ∆x nach

”
rechts“

und k ∆x
”
hinauf“, so landen Sie im Punkt (∆x, k ∆x + d).

In den meisten Fällen wird es am einfachsten sein, ∆x = 1 zu wählen.

Die Regel, die die Richtung der Geraden bestimmt, lautet dann:
”
1 nach

rechts, k hinauf“, wobei
”
hinauf“ für negatives k

”
hinunter“ bedeutet.

Hat man auf diese Weise zwei Punkte des Graphen eingezeichnet, setzt man das Lineal
an und zeichnet die Gerade durch sie.

Um den Graphen einer linearen Funktion zu zeichnen, die nur auf einem Intervall [a, b]
(also nicht auf ganz R) definiert ist, können Sie diese Methode so adaptieren: Ermitteln
Sie einen beliebigen Punkt P auf dem Graphen, beispielsweise (a, f(a)), und bestimmen
Sie die Richtung der Geraden wie oben beschrieben mit Hilfe des Anstiegs k, d.h. gehen
Sie vom Punkt P aus

”
1 nach rechts, k hinauf“ (oder

”
∆x nach rechts, k ∆x hinauf“),

um einen zweiten Punkt auf dem Graphen zu finden.

• Methode 2: Man bestimmt zunächst rechnerisch die Schnittpunkte des Graphen mit
den Koordinatenachsen. Wegen f(0) = d liegt der Punkt (0, d) auf dem Graphen. Er ist
der Schnittpunkt des Graphen mit der zweiten Achse. Um den Schnittpunkt des Graphen
mit der ersten Achse zu finden, muss die Nullstelle von f ermittelt, d.h. die Gleichung
f(x) = 0 gelöst werden, was aber ganz leicht geht: Aus k x+ d = 0 folgt x = − d

k
. Das

ergibt den Schnittpunkt (− d
k
, 0) des Graphen mit der ersten Achse. Hat man diese zwei

Punkte eingezeichnet, setzt man das Lineal an und zeichnet die Gerade durch sie.

• Methode 3: Sie können natürlich auch zwei Punkte des Graphen von f ermitteln, indem
Sie die Funktionswerte an zwei beliebigen Stellen berechnen. Das ist insbesondere dann
sinnvoll, wenn die lineare Funktion, deren Graphen Sie zeichnen wollen, nur auf einem
Intervall [a, b] (also nicht auf ganz R) definiert ist. Zeichnen Sie die Punkte (a, f(a))
und (b, f(b)) und verbinden Sie sie mit dem Lineal!

Umgekehrt kann jede Gerade in der Zeichenebene, die nicht parallel zur zweiten Achse (also
nicht

”
vertikal“) ist, als Graph einer linearen Funktion aufgefasst werden. Den Funktionsterm

zu einem gegebenen Graphen zu ermitteln11, wird oft als Übungsaufgabe gestellt. Auch eine
Aufgabe dieser Art ist leicht zu bewältigen: Die Konstante d kann (entsprechend ihrem Namen)
als

”
Abschnitt auf der zweiten Achse“, d.h. als zweite Koordinate des Schnittpunkts mit

der zweiten Achse abgelesen werden. Um den Anstieg k zu ermitteln, wird ein (beliebiges!)

11 Genauer gesagt soll in diesen Aufgaben ein Funktionsterm ermittelt werden, denn Funktionsterme sind
nicht eindeutig bestimmt! So geben beispielsweise die Terme 2x + 6 und 2 (x + 3) die gleiche Funktion an.
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Abbildung 2: Um den Anstieg einer Geraden in der Zeichenebene abzulesen, benutzt
man ein (beliebiges!) Steigungsdreieck. Falls – wie in diesen zwei Beispielen – ein Koor-
dinatenraster eingezeichnet ist, lässt sich manchmal ein Steigungsdreieck mit ganzzahli-
gen Werten für ∆x und ∆f finden. Links: Ein Steigungsdreieck, das ∆x = 3 entspricht.
Die zugehörige Differenz der Funktionswerte ist ∆f = 2, und daher ist der Anstieg
k = ∆f

∆x = 2
3 . Rechts: Ein Steigungsdreieck, das ebenfalls ∆x = 3 entspricht. Die zu-

gehörige Differenz der Funktionswerte ist nun ∆f = −2, und daher ist der Anstieg in
diesem Fall k = ∆f

∆x = − 2
3 .

Steigungsdreieck gezeichnet. In den meisten Fällen wird es am einfachsten sein, ∆x = 1
zu wählen. (In Abbildung 1 ist – rechts oben – ein solches Steigungsdreieck gezeichnet.)
Gemäß der Regel

”
1 nach rechts, k hinauf“ kann dann k als Länge der

”
vertikalen“ Kathete

(gegebenenfalls mit einem Minuszeichen, falls sie
”
hinunter“ weist, d.h. falls das zugehörige

∆f negativ ist) abgelesen werden. Ist aufgrund des verwendeten Maßstabs oder der Lage der
Geraden die Wahl ∆x = 1 ungünstig, so kann auch jedes andere Steigungsdreieck verwendet
werden. (Ist die Skizze mit einem Koordinatenraster ausgestattet, so ist dabei oft überhaupt
nichts zu zeichnen, sondern lediglich ein geeignetes Steigungsdreieck gedanklich zu wählen.)
Der Anstieg ist dann gleich dem Verhältnis ∆f

∆x
. Abbildung 2 zeigt zwei derartige Situationen,

eine mit positivem und eine mit negativem Anstieg.

In Abbildung 3 sind fünf Graphen linearer Funktionen mit den zugehörigen Funktionstermen
angegeben. Versuchen Sie, die Funktionsterme und die Graphen gemäß den oben besprochenen
Regeln aufeinander zu beziehen!

4 Rechnerische Ermittlung linearer Funktionen

In der Praxis steht man oft vor der Aufgabe, jene lineare Funktion f zu ermitteln, deren Werte
f(x0) und f(x1) an zwei Stellen x0 und x1 bekannt sind12. Bezeichnen wir f(x0) mit y0 und
f(x1) mit y1, so ist diese Aufgabe gleichbedeutend damit, eine lineare Funktion zu finden,
deren Graph durch zwei vorgegebene Punkte (x0, y0) und (x1, y1) verläuft. Um Aufgaben
dieser Art schnell lösen zu können, drücken wir ganz allgemein k und d durch die gegebenen

12 Eine Funktion mit gewünschten Eigenschaften zu
”
ermitteln“, zu

”
finden“ oder zu

”
bestimmen“ bedeutet,

einen Funktionsterm anzugeben.
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Abbildung 3: Die Graphen von fünf linearen Funktionen und ihre Funktionsterme.
Überprüfen Sie für jeden dieser Graphen durch Ablesung von k und d die angegebenen
Funktionsterme! Danach stellen Sie sich vor, es wären nur die Funktionsterme angege-
ben, und vollziehen Sie nach, wie Sie mit diesen Angaben die Geraden zeichnen können!

Zahlen aus: Mit f(x) = k x + d ergibt sich

f(x0) = k x0 + d (4.1)

f(x1) = k x1 + d , (4.2)

woraus wir durch Subtraktion sofort

f(x1)− f(x0) = k (x1 − x0) (4.3)

und daraus

k =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

(4.4)

erhalten. Beachten Sie, dass diese Beziehung nichts anderes aussagt als (2.2): Die Änderungsrate
k von f ist die

”
Änderung des Funktionswerts dividiert durch Änderung der Stelle“. Die

Änderung der Stelle ist ∆x = x1 − x0, die Änderung des Funktionswerts ist ∆f = f(x1) −
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f(x0). Wir hätten (4.4) auch durch Einsetzen von ∆f = f(x1)− f(x0) und ∆x = x1− x0 in
die Formel k = ∆f

∆x
herleiten können. Aus (4.1) folgern wir

d = f(x0)− k x0 , (4.5)

womit wir den Funktionsterm so umschreiben können, dass er direkt durch die vorgegebenen
Zahlenwerte x0, f(x0), x1 und f(x1) ausgedrückt ist:

f(x) = k x + d = k x + f(x0)− k x0 = f(x0) + k (x− x0) =

= f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

(x− x0) . (4.6)

Unser Ergebnis (das Sie sich einprägen und merken sollten) lautet also13:

f(x) = f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

(x− x0) . (4.7)

Mit den Bezeichnungen y0 für f(x0) und y1 für f(x1) kann es auch in der Form14

f(x) = y0 +
y1 − y0

x1 − x0

(x− x0) (4.8)

geschrieben werden. Nun können die gegebenen Zahlenwerte von x0, x1, f(x0) (d.h. y0) und
f(x1) (d.h. y1) eingesetzt werden, um sofort den gewünschten Funktionsterm zu erhalten.

Ist der Anstieg k einer linearen Funktion f und ein Funktionswert f(x0) an einer Stelle x0

bekannt, so kann die in der Umformung (4.6) enthaltene Beziehung

f(x) = f(x0) + k (x− x0) (4.9)

verwendet werden, um direkt die Zahlenwerte für x0 und f(x0) einzusetzen. Auch diese Formel
sollten Sie sich merken! Mit x0 = 0 ergibt sich daraus f(x) = f(0)+k x, und mit (1.9) erhalten
wir unsere frühere Darstellung

f(x) = k x + d, (4.10)

vgl. (1.1).

Hier zwei Beispiele zur rechnerischen Ermittlung linearer Funktionen:

Beispiel 1: Es ist jene lineare Funktion f zu bestimmen, für die f(2) = 4 und
f(3) = 7 gilt. Lösung: Mit x0 = 2, x1 = 3, f(x0) = 4 und f(x1) = 7 ergibt sich
sofort

f(x) = 4 +
7− 4

3− 2
(x− 2) = 4 + 3 (x− 2) = 3 x− 2 . (4.11)

Die gesuchte Funktion f ist also durch k = 3 und d = −2 charakterisiert.

13 Überzeugen Sie sich von seiner Richtigkeit, indem Sie in (4.7) x = x0 bzw. x = x1 einsetzen!
14 Überzeugen Sie sich auch von der Richtigkeit dieser Version, indem Sie x = x0 bzw. x = x1 einsetzen!



Lineare Funktionen und ihre Graphen 11

Beispiel 2: Es ist jene lineare Funktion g zu bestimmen, deren Graph durch die
Punkte (3, 4) und (5, 11) verläuft. Lösung: Mit x0 = 3, x1 = 5, y0 = 4 und
y1 = 11 ergibt sich sofort

g(x) = 4 +
11− 4

5− 3
(x− 3) = 4 +

7

2
(x− 3) =

7

2
x− 13

2
. (4.12)

Die gesuchte Funktion g ist also durch k = 7
2

und d = −13
2

charakterisiert.

Beachten Sie, dass diese beiden Beispiele, obwohl unterschiedlich formuliert, die gleiche Struk-
tur haben! Die erste Aufgabe könnte man auch so formulieren: Es ist jene lineare Funktion
f zu bestimmen, deren Graph durch die Punkte (2, 4) und (3, 7) verläuft. Die zweite Auf-
gabe könnte man auch so formulieren: Es ist jene lineare Funktion g zu bestimmen, für die
g(3) = 4 und g(5) = 11 gilt. In den unterschiedlichen Formulierungen kommen lediglich zwei
Standpunkte zum Ausdruck, zwischen denen Sie schnell und sicher wechseln können sollten:

• Der eine Standpunkt betont den Aspekt der Anwendung einer Funktion auf Zahlen
und verwendet Formulierungen, in denen von Stellen, Funktionswerten, Änderungen und
Änderungsraten die Rede ist.

• Der andere, eher
”
geometrische“ Standpunkt macht sich die grafische Darstellung im

Koordinatensystem zunutze und verwendet Formulierungen, in denen von Punkten und
Graphen (Geraden) die Rede ist.

Sie beziehen sich aber beide auf den gleichen Sachverhalt. So besagen beispielsweise die Aus-
sagen

”
für die Funktion h gilt h(1) = −2“ und

”
der Graph von h verläuft durch den Punkt

(1,−2)“ genau das Gleiche.

Besonders wichtig im Zusammenhang mit diesen zwei Standpunkten beim Umgang mit linearen
Funktionen ist es, sich die Doppelrolle der Konstante k vor Augen zu halten:

• Als Änderungsrate der betreffenden Funktion gibt ihr Wert Auskunft darüber, wie sich
der Funktionswert

”
pro weitergerückter Strecke ∆x“ ändert (nämlich um k).

• Als Anstieg des Graphen gibt ihr Wert Auskunft darüber, wie
”
steil“ dieser ist.

Vergessen Sie also bitte nicht: Der Anstieg des Graphen einer linearen Funktion ist stets gleich
ihrer Änderungsrate. Dieses Konzept wird beispielsweise im Straßenverkehr ausgenutzt, um
anzugeben, wie steil eine Straße ansteigt. Wenn Sie in einem Verkehrszeichen eine Steigungs-
angabe von 12% sehen, so bedeutet das, dass die betreffende Straße, als Graph einer linearen
Funktion aufgefasst, den Anstieg k = 0.12 besitzt. Auf einer horizontal gemessenen Strecke
von 1 km steigt sie um 120 m (also um 12 Prozent von 1 km) an. Auch in der Formulierung

”
120 m Höhenzuwachs pro Kilometer“ entdecken wir das für eine Rate charakteristische

”
pro“!
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5 Schnittmengen der Graphen linearer Funktionen

Sind zwei lineare Funktionen f und g gegeben, so können wir fragen, ob es eine oder mehrere
Stellen x gibt, an denen die Funktionswerte übereinstimmen, d.h. an denen

f(x) = g(x) (5.1)

gilt. Das ist nichts anderes als eine lineare Gleichung15. Ist x eine Lösung, so sind die Punkte
(x, f(x)) und (x, g(x)) identisch, d.h. es handelt sich nur um einen einzigen Punkt, der auf
beiden Graphen liegt. Diesen Sachverhalt können wir auch umgekehrt betrachten: Jeder ge-
meinsame Punkt der Graphen von f und g definiert eine Lösung von (5.1), nämlich einfach
als erste Koordinate dieses Punktes. Die Gleichung (5.1) kann daher als geometrisches Pro-
blem aufgefasst werden: Man bestimme die Durchschnittsmenge (kurz Schnittmenge) der
Graphen von f und g!

Beispiel:

f(x) = 3x− 5 (5.2)

g(x) = 2x− 1. (5.3)

Die Gleichung (5.1) lautet damit

3x− 5 = 2 x− 1. (5.4)

Wir lösen sie (mit Äquivalenzumformungen):

3x− 5 = 2x− 1 | −2x
x− 5 = −1 | +5

x = 4
(5.5)

Sie besitzt also genau eine Lösung, nämlich 4. Die zugehörigen Funktionswerte sind
f(4) = g(4) = 7. Zeichnen Sie zur Übung die Graphen der beiden Funktionen und
vergewissern Sie sich, dass der Punkt S = (4, 7) ihr Schnittpunkt ist!

Da die Graphen linearer Funktionen Geraden sind, gibt es im Allgemeinen für Gleichungen vom
Typ (5.1) drei Lösungsfälle:

• Die Anstiege der Graphen von f und g sind verschieden. In diesem Fall haben ihre Gra-
phen verschiedene Richtungen. Sie besitzen genau einen Schnittpunkt, was im Gegenzug
bedeutet, dass die Gleichung (5.1) genau eine Lösung besitzt. Rechnerisch merken wir
das daran, dass die Gleichung nach einer Äquivalenzumformung auf eine einzige Lösung
führt.

• Die Anstiege der Graphen von f und g sind gleich, aber die Graphen sind verschieden
(was wir etwa daran erkennen, dass ihre

”
Abschnitte auf der zweiten Achse“, d.h. ihre

Konstanten d, verschieden sind). In diesem Fall besitzen die Graphen keinen Schnittpunkt
(sie sind parallel, aber nicht identisch), was im Gegenzug bedeutet, dass die Gleichung
(5.1) keine Lösung besitzt. Rechnerisch merken wir das daran, dass die Gleichung nach
einer Äquivalenzumformung auf einen Widerspruch (etwa 1 = 0) führt.

15 Siehe bei Bedarf das Skriptum Lineare Gleichungen und Äquivalenzumformungen.
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• Die Anstiege der Graphen von f und g sind gleich, und die Graphen sind identisch (was
wir etwa daran erkennen, dass auch ihre

”
Abschnitte auf der zweiten Achse“, d.h. ihre

Konstanten d, gleich sind). In diesem Fall ist f = g. Wir haben es dann mit einer einzigen
Funktion und daher mit einer einzigen Geraden zu tun, was im Gegenzug bedeutet, dass
jede reelle Zahl Lösung der Gleichung (5.1) ist. Rechnerisch merken wir das daran, dass
auf der linken und auf der rechten Seite der Gleichung das Gleiche steht, sodass die
Variable nach einer Äquivalenzumformung herausfällt und sich eine wahre Aussage (wie
0 = 0) ergibt.

Das Schnittproblem kann auch anders betrachtet werden: Definieren wir die Differenz unserer
zwei Funktionen als eine weitere Funktion h durch

h(x) = f(x)− g(x), (5.6)

so ist die Gleichung (5.1) äquivalent zur Gleichung

h(x) = 0, (5.7)

stellt also die Frage nach den Nullstellen von h dar. Geometrisch betrachtet ist eine Nullstelle
von h der Schnittpunkt des Graphen von h mit der ersten Achse16.

Für das Beispiel (5.2) – (5.3) ist die Differenzfunktion durch

h(x) = x− 4 (5.8)

gegeben. Ihre (einzige) Nullstelle ist klarerweise 4, was nichts anderes als die bereits
oben ermittelte Lösung der Gleichung (5.4) ist. (Zeichnen Sie zur Übung den
Graphen von h!)

Da Schnittpunkte und Nullstellen von Graphen aus Zeichnungen (zumindest näherungsweise)
abgelesen werden können, haben wir hier einen (sehr einfachen) Beispieltyp für das grafische
Lösen von Gleichungen vor uns.

16 Genauer: Die x-Koordinate dieses Schnittpunkts. Erinnern Sie sich an den Unterschied zwischen
”
Stellen“

und
”
Punkten“, wie er im Skriptum Funktionsdarstellungen: Term, Graph, Tabelle beschrieben wurde!
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6 Übungsaufgaben

Hier einige Übungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten bewältigen
können sollten:

• Die folgende Abbildung zeigt fünf Graphen linearer Funktionen. Geben Sie Funktions-
terme für sie an!

Lösungen:

p5(x)=−4x−3.
p4(x)=−

x
4+1,

p3(x)=
2
3x−2,

p2(x)=
x
3+3,

p1(x)=2x−3,
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• Die Funktionen q1, . . . , q5 sind gegeben durch

q1(x) =
3

2
x + 1 (6.1)

q2(x) = 2x− 3 (6.2)

q3(x) = −x

4
+ 2 (6.3)

q4(x) = −x + 1 (6.4)

q5(x) =
x

3
− 2 (6.5)

Zeichnen Sie ihre Graphen!

Lösung:
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• Bestimmen Sie jene lineare Funktion g, für die g(1) = 3 und g(5) = −13 gilt!

Lösung:

g(x)=−4x+7.

• Bestimmen Sie jene lineare Funktion h, deren Graph durch die Punkte (2, 8) und (4, 11)
verläuft!

Lösung:

h(x)=
3
2x+5.

• Bestimmen Sie jene lineare Funktion p, deren Anstieg gleich 7 ist und deren Graph durch
den Punkt (2, 3) verläuft!

Lösung:

p(x)=7x−11.

• Gegeben sind die linearen Funktionen f und g durch

f(x) = 2x− 3 (6.6)

g(x) = 7x + 2 . (6.7)

Ermitteln Sie den Schnittpunkt S ihrer Graphen!

Lösung:

S=(−1,−5).

Weitere Möglichkeiten, Ihr Wissen über lineare Funktionen und ihre Graphen zu überprüfen
und zu festigen, bieten zahlreiche Ressourcen im Web, unter anderem der Kacheltest
http://www.mathe-online.at/kacheltests/lineare funktionen und ihre graphen/.

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juli 2014 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

http://www.mathe-online.at/kacheltests/lineare_funktionen_und_ihre_graphen/
http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
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Quadratische Funktionen und ihre Graphen

Franz Embacher
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Dieses Skriptum behandelt die Funktionsterme, Graphen und wichtigsten Eigen-
schaften quadratischer Funktionen.

1 Quadratische Funktionen

Eine reelle quadratische Funktion ist eine reelle Funktion, deren Zuordnungsvorschrift vom
Typ

x 7→ a x2 + b x+ c (1.1)

ist, wobei a, b und c fix vorgegebene reelle Zahlen (Konstanten1) sind und a 6= 0 ist. Mit
anderen Worten: Der Funktionsterm einer quadratischen Funktion ist ein Polynom zweiten
Grades (weshalb quadratische Funktionen auch Polynomfunktionen zweiten Grades2 ge-
nannt werden). Die größtmögliche Definitionsmenge einer reellen quadratischen Funktion ist
ganz R. Bei Bedarf kann die Definitionsmenge natürlich als echte Teilmenge von R festgelegt
werden.

Mit quadratischen Termen und quadratischen Gleichungen haben Sie sicher schon Bekannt-
schaft gemacht3. Einige der Rechentechniken, die Sie dabei gelernt haben, werden nun bei
der Diskussion quadratischer Funktionen benötigt, und einige der Sachverhalte, die Sie bereits
kennen, werden in diesem Skriptum um weitere Gesichtspunkte ergänzt, insbesondere was
die Graphen quadratischer Funktionen betrifft. Wir beginnen damit, einige Grundeigenschaf-
ten quadratischer Funktionen, die durch Untersuchung der Funktionsterme erschlossen werden
können, zu besprechen.

1 Auch Parameter oder Koeffizienten genannt.
2 Siehe dazu das Skriptum Polynome. Eine Funktion mit Zuordnungsvorschrift (1.1) und a = 0 ist eine

lineare Funktion. Für lineare Funktionen siehe das Skriptum lineare Funktionen und ihre Graphen.
3 Zu letzteren siehe das Skriptum quadratische Gleichungen.

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
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2 Extrema und Monotonieverhalten quadratischer
Funktionen

Jede quadratische Funktion f (mit Zuordnungsvorschrift vom Typ (1.1) und Definitionsmenge
R) besitzt einen Bereich, in dem ihre Funktionswerte bei wachsendem x ebenfalls wachsen
und einen Bereich, in dem ihre Funktionswerte bei wachsendem x fallen, d.h. kleiner werden.
Die einfachste quadratische Funktion ist durch

g(x) = x2 (2.1)

definiert. Sehen wir uns ihr Verhalten an: Ein Blick auf die Funktionswerte

g(−3) = 9 (2.2)

g(−2) = 4 (2.3)

g(−1) = 1 (2.4)

g(0) = 0 (2.5)

g(1) = 1 (2.6)

g(2) = 4 (2.7)

g(3) = 9 (2.8)

zeigt, dass die Funktionswerte mit zunehmendem x

• im Bereich negativer x-Werte kleiner werden (wir nennen die Funktion g in diesem
Bereich daher monoton fallend)

• und im Bereich positiver x-Werte größer werden (wir nennen die Funktion g in diesem
Bereich daher monoton wachsend)4.

An der Stelle x = 0 nimmt die Funktion ihr Minimum an. Ihr Funktionswert ist dort 0. An
keiner anderen Stelle wird dieser Wert angenommen oder unterschritten.

Sehen wir uns zum Vergleich die durch

h(x) = −x2 (2.9)

definierte quadratische Funktion an: Ein Blick auf die Funktionswerte

h(−3) = −9 (2.10)

h(−2) = −4 (2.11)

h(−1) = −1 (2.12)

h(0) = 0 (2.13)

h(1) = −1 (2.14)

h(2) = −4 (2.15)

h(3) = −9 (2.16)

4 Mehr dazu finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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zeigt, dass h im Bereich negativer x-Werte monoton wachsend und im Bereich positiver x-
Werte monoton fallend ist. An der Stelle x = 0 nimmt diese Funktion ihr Maximum an. Ihr
Funktionswert ist dort 0, und an keiner anderen Stelle wird dieser Wert angenommen oder
überschritten.

Ganz allgemein zeigt jede quadratische Funktion vom Typ (1.1) ein analoges Verhalten. Sehen
wir uns das anhand des etwas komplizierteren Beispiels

q(x) = 3 x2 + 5x+ 7 (2.17)

an! Wir ergänzen den Funktionsterm auf ein vollständiges Quadrat5. Dazu heben wir zuerst
aus den ersten beiden Summanden den Koeffizienten von x2, also die Zahl 3, heraus:

3x2 + 5x+ 7 = 3

(
x2 +

5

3
x

)
+ 7. (2.18)

Dem in der Klammer auftretenden Term x2 + 5
3
x

”
fehlt“ zu einem vollständigen Quadrat nur

mehr ein Anteil
(

5
2 · 3

)2
. Davon können Sie sich leicht selbst überzeugen, indem Sie mit der

ersten binomischen Formel6 berechnen:(
x+

5

2 · 3

)2

= x2 + 2x · 5

2 · 3︸ ︷︷ ︸
x2 +

5

3
x

+

(
5

2 · 3

)2

= x2 +
5

3
x+

(
5

2 · 3

)2

. (2.19)

Um also x2 + 5
3
x in die Form

”
Quadrat eines linearen Terms + eine Zahl“ zu bringen, können

wir
(

5
2 · 3

)2
addieren und gleich wieder subtrahieren:

x2 +
5

3
x = x2 +

5

3
x+

(
5

2 · 3

)2

︸ ︷︷ ︸(
x+

5

2 · 3

)2

−
(

5

2 · 3

)2

=

=

(
x+

5

2 · 3

)2

−
(

5

2 · 3

)2

=

(
x+

5

6

)2

− 25

36
. (2.20)

Das setzen wir nun in (2.18) ein und erhalten

3x2 + 5x+ 7 = 3

((
x+

5

6

)2

− 25

36

)
+ 7 =

= 3

(
x+

5

6

)2

− 3 · 25
36

+ 7 = 3

(
x+

5

6

)2

+
59

12
. (2.21)

5 Dabei gehen wir ähnlich vor, wie es im Skriptum Quadratische Gleichungen vorgeführt worden ist.
6 Siehe das Skriptum Identitäten.
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Damit können wir unsere Funktion q statt wie in (2.17) auch in der Form

q(x) = 3

(
x+

5

6

)2

+
59

12
(2.22)

anschreiben. In dieser Form lässt sich ihr Verhalten leichter ablesen als mit dem ursprünglich

angegebenen Funktionsterm (2.17). Ist x = −5
6
, so ist 3

(
x+ 5

6

)2
= 0, d.h. der Funktionswert

ist an dieser Stelle durch q(−5
6
) = 59

12
gegeben. An jeder anderen Stelle ist der Funktionswert

größer (da ja dann noch eine positive Zahl addiert wird), was nichts anderes besagt, als dass
die Funktion an der Stelle x = −5

6
ihr Minimum annimmt. Weiters gilt:

• Wir nehmen ein x im Bereich x+ 5
6
< 0, d.h. x < −5

6
. Wird es geringfügig vergrößert,

so wächst auch x + 5
6
, was bedeutet, dass x + 5

6
näher zum Nullpunkt rückt. (Nicht

vergessen: von x + 5
6

haben wir angenommen, dass es negativ ist!) Daher werden die
Funktionswerte kleiner. In diesem Bereich ist die Funktion q also monoton fallend.

• Wir nehmen ein x im Bereich x + 5
6
> 0, d.h. x > −5

6
. Wird es vergrößert, so wächst

auch x+ 5
6
, was nun bedeutet, dass x+ 5

6
vom Nullpunkt weg rückt. (Nicht vergessen: von

x+ 5
6

haben wir nun angenommen, dass es positiv ist!) Daher werden die Funktionswerte
größer. In diesem Bereich ist die Funktion q also monoton wachsend.

Wieder zeigt sich das Bild: Die Funktion besitzt eine Extremstelle7 (in diesem Beispiel die
Minimumstelle −5

6
). Diese teilt die Zahlengerade in zwei Bereiche, in denen die Funktion

jeweils monoton ist – in einem monoton fallend, im anderen monoton wachsend.

Um sich zu vergewissern, dass dieses Verhalten bei jeder quadratischen Funktion auftritt,
kann der Term einer allgemeinen quadratischen Funktion, wie in (1.1) angegeben, genauso
behandelt werden, wie wir es soeben anhand des Beispiels (2.17) durchgeführt haben. Kompakt
angeschrieben, sieht die entsprechende Umformung so aus:

a x2 + b x+ c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c = a

(
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
)

+ c =

= a

(
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2
)
− a

(
b

2a

)2

+ c = (2.23)

= a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c .

Sie können diese Rechnung auch von hinten aufzäumen, von a
(
x+ b

2a

)2− b2

4a
+c ausgehen, das

Quadrat mit Hilfe der ersten binomischen Formel ausmultiplizieren und sich davon überzeugen,
dass genau a x2 + b x+ c herauskommt!

7 Eine Extremstelle einer Funktion ist eine Stelle, die entweder eine Minimumstelle oder eine Maximumstelle
ist. Alle in diesem Skriptum auftretenden Extremstellen sind globale Extremstellen (globale Minimumstellen
bzw. globale Maximumstellen). Man sagt auch oft kurz, dass eine Funktion an einer Stelle ein Extremum
(Minimum oder Maximum) hat (bzw. annimmt). Mehr dazu finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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Mit dem wichtigen Ergebnis (2.23) können wir nun einige für beliebige quadratische Funk-
tionen geltende Aussagen machen: Die durch

f(x) = a x2 + b x+ c (2.24)

(mit a 6= 0) definierte quadratische Funktion f besitzt an der Stelle x = − b
2a

ein Extremum.
Der Funktionswert an dieser Extremstelle ist durch

f(− b

2a
) = − b2

4a
+ c (2.25)

gegeben. Weiters gilt:

• Ist a > 0, so können die Funktionswerte nirgends kleiner sein als − b2

4a
+ c, d.h. die Stelle

x = − b
2a

ist eine Minimumstelle. Die Funktion ist dann im Bereich x < − b
2a

monoton
fallend und im Bereich x > − b

2a
monoton wachsend.

• Ist a < 0, so können die Funktionswerte nirgends größer sein als − b2

4a
+ c, d.h. die

Stelle x = − b
2a

ist eine Maximumstelle. Die Funktion ist dann im Bereich x < − b
2a

monoton wachsend und im Bereich x > − b
2a

monoton fallend.

Um diese allgemeinen Aussagen für das zuvor betrachtete Beispiel (2.17) zu überprüfen, setzen
Sie einfach a = 3, b = 5 und c = 7 ein. Die Extremstelle (da a = 3 > 0 ist, handelt es sich
um eine Minimumstelle) ergibt sich zu x = − b

2a
= − 5

2 · 3 = −5
6
, in Übereinstimmung mit dem

bereits früher erhaltenen Resultat.

3 Nullstellen quadratischer Funktionen

An welchen Stellen ist der Funktionswert einer quadratischen Funktion gleich 0? Bezeichnen
wir den Funktionsterm wieder mit a x2 + b x + c, so sind die Nullstellen genau jene x-Werte,
für die

a x2 + b x+ c = 0 (3.1)

gilt, also die Lösungen einer quadratischen Gleichung. Wie bereits im Skriptum über qua-
dratische Gleichungen ausführlich besprochen, gibt es hinsichtlich der Zahl der Lösungen (im
Rahmen der reellen Zahlen) drei Möglichkeiten:

• Manchmal gibt es keine Lösung. (Beispiel: x2 + 1 = 0.)

• Manchmal gibt es eine einzige Lösung. (Beispiel: x2 = 0. Die einzige Lösung ist x = 0.)

• Manchmal gibt es zwei Lösungen. (Beispiel: x2 − 1 = 0. Die beiden Lösungen sind
x = −1 und x = 1.)

Eine quadratische Funktion hat daher entweder keine Nullstelle oder eine Nullstelle oder zwei
Nullstellen.

Um die Nullstellen zu finden, kann eine der beiden Lösungsformeln für quadratische Gleichun-
gen verwendet werden. Ist a = 1, so bietet sich die

”
kleine Lösungsformel“ an. Ist a 6= 1,
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so kann entweder die
”
große Lösungsformel“ verwendet werden oder, nach Division durch a,

ebenfalls die
”
kleine Lösungsformel“.

Wir können zur Bestimmung der Nullstellen aber auch das im vorigen Abschnitt erzielte Er-
gebnis (2.23) verwenden. Mit f wie in (2.24) definiert, sind die Nullstellen jene x-Werte, die
die Gleichung

a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c = 0 (3.2)

erfüllen. Addieren wir auf beiden Seiten b2

4a
− c, so nimmt die Gleichung die Form

a

(
x+

b

2a

)2

=
b2

4a
− c (3.3)

an, und nach Division beider Seiten durch a (was wegen a 6= 0 möglich ist) vereinfacht sie
sich zu (

x+
b

2a

)2

=
b2

4a2
− c

a
, (3.4)

was wir auch in der Form (
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
(3.5)

schreiben können. Auf der linken Seite steht ein Quadrat, und im Rahmen der reellen Zahlen
ist ein Quadrat immer ≥ 0. Wie es weiter geht, hängt daher von der rechten Seite ab. Deren
Nenner ist immer positiv, aber der Zähler, b2 − 4ac, kann negativ, 0 oder positiv sein. Damit
ergibt sich:

• Ist b2− 4ac < 0, so ist die linke Seite von (3.5) stets größer-gleich Null, die rechte Seite
aber negativ. Das kann kein x erfüllen – die Funktion besitzt keine Nullstelle.

• Ist b2−4ac = 0, so reduziert sich (3.5) auf die Aussage
(
x+ b

2a

)2
= 0, daher x+ b

2a
= 0.

In diesem Fall besitzt die Funktion genau eine Nullstelle, nämlich x = − b
2a

.

• Ist b2 − 4ac > 0, so ist die rechte Seite von (3.5) positiv, sodass wir aus ihr die Wurzel

ziehen können. Es ist dann x + b
2a

entweder gleich −
√
b2−4ac
2|a| oder gleich

√
b2−4ac
2|a| . (Die

Betragsstriche rühren daher, dass
√
a2 = |a| ist.) Da aber |a|, je nach dem Vorzeichen

von a, entweder −a oder a ist, ist x+ b
2a

entweder gleich
√
b2−4ac
2a

oder gleich −
√
b2−4ac
2a

.
In diesem Fall besitzt die Funktion also zwei Nullstellen, die wir gemeinsam in der Form
x = − b

2a
±
√
b2−4ac
2a

anschreiben können.

Im Grunde haben wir mit dieser Argumentation nichts anderes gemacht, als die
”
große Lö-

sungsformel“ für quadratische Gleichungen noch einmal herzuleiten!

Es gibt eine interessante Beziehung zwischen den Nullstellen und der Extremstelle einer qua-
dratischen Funktion:

• Besitzt eine quadratische Funktion der Form (2.24) genau eine Nullstelle, so ist diese
mit der Extremstelle identisch. Beispiel: Mit a = 1 und b = c = 0 ist f(x) = x2. Die
einzige Nullstelle (x = 0) ist genau jene Stelle, an der f ihr Minimum annimmt.
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• Besitzt eine quadratische Funktion der Form (2.24) zwei Nullstellen, so sind diese durch

− b
2a
±
√
b2−4ac
2a

gegeben. Ihre Summe ist daher gleich − b
a

(die beiden Terme mit den
Wurzeln fallen aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen weg). Ihr Mittelwert8 (die
halbe Summe) ist daher gleich − b

2a
, und das ist gerade die Extremstelle! Daher gilt ganz

allgemein: Die Extremstelle ist gleich dem Mittelwert der beiden Nullstellen. Geometrisch
ausgedrückt: Die Extremstelle liegt auf der Zahlengeraden genau in der Mitte zwischen
den beiden Nullstellen, d.h. sie hat von ihnen den gleichen Abstand. Beispiel: Mit a = 1,
b = 0 und c = −1 ist f(x) = x2 − 1. Die Nullstellen sind x = −1 und x = 1. Genau
in der Mitte liegt die Stelle x = 0, und das ist gerade jene Stelle, an der die Funktion
ihren kleinsten Wert (nämlich −1) annimmt.

4 Graphen quadratischer Funktionen

Die bisher diskutierten Eigenschaften widerspiegeln sich in leicht erkennbarer Weise in den
Graphen9 quadratischer Funktionen. Beginnen wir mit der durch

g(x) = x2 (4.1)

definierten Funktion g, der einfachsten quadratischen Funktion, die wir oben in (2.1) bereits
betrachtet haben. Die Liste ausgewählter Funktionswerte (2.2) – (2.8) zeigt ein für quadra-
tische Funktionen typisches nichtlineares Verhalten. Gehen wir von der Minimumstelle 0 aus
und vergrößern x, so wachsen die Funktionswerte g(x) zuerst recht langsam, dann aber stärker
als linear. Auf dem Weg von x = 0 bis x = 1 hat g(x) um 1 zugenommen, auf dem Weg
von x = 1 bis x = 2 beträgt der Zuwachs 3, auf dem Weg von x = 2 bis x = 3 beträgt
der Zuwachs 5, und je weiter wir gehen, umso größer wird die Zunahme, wenn x um 1 erhöht
wird. Beim Schritt von x = 10 auf x = 11 beträgt sie bereits 112 − 102 = 121 − 100 = 21.
Im Bereich negativer x verzeichnen wir ein analoges, aber

”
gespiegeltes“ Verhalten. Fügen wir

der Aufzählung noch einige Werte hinzu:

g(−0.5) = 0.25 (4.2)

g(−0.1) = 0.01 (4.3)

g(−0.01) = 0.0001 (4.4)

g(0.01) = 0.0001 (4.5)

g(0.1) = 0.01 (4.6)

g(0.5) = 0.25 (4.7)

Wir sehen, dass die Funktionswerte an Stellen, die in der Nähe der Minimumstelle 0 liegen, sehr
klein sind. Das liegt daran, dass das Quadrieren den Betrag kleiner Zahlen nicht vergrößert,
sondern verkleinert. So ist etwa das Quadrat von 0.1 gleich 0.01, also gleich einem Zehntel von
0.1. Der Graph der Funktion g ist in Abbildung 1 wiedergegeben. Die Funktionswerte an den
Stellen −2, −1, 0, 1 und 2 können sofort anhand des Koordinatenrasters überprüft werden,

8 Der Mittelwert zweier Zahlen ist erste Zahl+ zweite Zahl
2 .

9 Zur Erinnerung: Der Graph einer Funktion f ist die Menge aller Punkte der Zeichenebene mit Koordinaten
(x, f(x)). Siehe dazu das Skriptum Funktionsdarstellungen: Term, Graph, Tabelle.
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da sie alle ganzzahlig sind. Betrachten Sie den Graphen und überprüfen Sie, dass die Punkte
(−2, 4), (−1, 1), (0, 0), (1, 1) und (2, 4) auf ihm liegen! Den Wertepaaren (4.2) und (4.7)
entsprechen die Punkte (−0.5, 0.25) und (0.5, 0.25). Man kann zumindest näherungsweise
erkennen, dass sie auf dem Graphen liegen.

Abbildung 1: Graph der Funktion g(x) = x2. Er wird auch Normparabel genannt.

Gehen wir die wichtigsten Charakteristika der Funktion bzw. des Graphen durch:

• Der Graph geht durch den Ursprung (0, 0), und alle seine anderen Punkte liegen oberhalb
der ersten Achse10 (x-Achse). Das entspricht der Tatsache, dass g(x) = x2 ≥ 0 für alle
reellen x und dass der Funktionswert lediglich an der Stelle 0 gleich 0 ist. Wegen x2 > 0
für alle reellen x 6= 0 ist der Funktionswert an allen anderen Stellen positiv.

• Der Punkt (0, 0) ist der
”
tiefste“ Punkt des Graphen. Das entspricht der Tatsache, dass

die Funktion g an der Stelle 0 ihr Minimum annimmt. Der kleinste Funktionswert ist 0.

10 Da die Variable im allgemeinen Fall nicht x heißen muss, werden wir im Folgenden die Koordinatenachsen
als

”
erste Achse“ und

”
zweite Achse“ bezeichnen. Um die Sprache nicht unnötig zu verkomplizieren, sprechen

wir aber weiterhin von x-Werten und x-Koordinaten.
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An keiner von 0 verschiedenen Stelle ist der Funktionswert kleiner als dieser Minimalwert.

• Links von der zweiten Achse fällt der Graph mit zunehmendem x ab, rechts von ihr steigt
er mit zunehmendem x an. Das entspricht dem bereits diskutierten Monotonieverhalten:
Im Bereich negativer x ist g monoton fallend, im Bereich positiver x ist g monoton
wachsend.

• In der Nähe der Minimumstelle 0
”
schmiegt“ sich der Graph an die erste Achse. Er hat

dort keinen Knick, sondern verläuft ganz
”
glatt“. Das entspricht der Tatsache, dass die

Funktionswerte, wie die Aufzählung (4.2) – (4.7) zeigt, in der Nähe der Stelle 0 sehr
klein sind.

• Wandert x, von 0 ausgehend, nach rechts, so steigt der Graph immer steiler an. Dieses
nichtlineare Verhalten geht aus der Aufzählung (2.2) – (2.8) hervor. Abbildung 1 zeigt
natürlich nur einen Ausschnitt der Zeichenebene und damit nur einen Teil des Graphen.
Man kann sich aber leicht vorstellen, wie er in noch größeren Ausschnitten aussieht:
Seine beiden hochgereckten

”
Arme“ werden immer steiler, je mehr man von ihnen sieht.

• Der Graph ist symmetrisch bezüglich der zweiten Achse. Wird er an der zweiten Achse
gespiegelt, so geht er in sich selbst über. Das entspricht der Tatsache, dass für jedes x
die Funktionswerte g(−x) = (−x)2 und g(x) = x2 übereinstimmen11.

Der in Abbildung 1 gezeigte Graph ist ein Spezialfall einer Parabel. Er wird auch Normparabel
genannt. Ganz allgemein ist eine Parabel eine Kurve, die aus der Normparabel durch Dehnung
oder Stauchung in Richtung der Koordinatenachsen, Verschiebung und Drehung hervorgeht.
Jede Parabel besitzt eine Symmetrieachse, und jener Punkt, in dem sie ihre Symmetrieachse
schneidet, heißt Scheitelpunkt oder kurz Scheitel. Bei der in Abbildung 1 dargestellten
Normparabel liegt der Scheitel im Ursprung, d.h. seine erste Koordinate (x-Koordinate) fällt
mit der Minimumstelle zusammen.

Wir gehen nun von unserer einfachen Funktion (4.1) zu allgemeinen quadratischen Funktionen
über und formulieren gleich das Hauptresultat der nachfolgenden Überlegungen:

Der Graph jeder quadratischen Funktion ist eine Parabel. Er kann aus der
Normparabel durch eine oder mehrere der Operationen

• Dehnung oder Stauchung in Richtung der zweiten Achse (oder, was das
Gleiche bewirkt, Stauchung oder Dehnung in Richtung der ersten Achse)
• Verschiebung
• Spiegelung an einer zur ersten Achse parallelen Geraden (oder, was das Glei-

che bewirkt, Drehung um 180◦)

gewonnen werden.

Die Symmetrieachse jeder dieser als Graphen quadratischer Funktionen auftretenden Pa-
rabeln ist parallel zur zweiten Achse. Der Scheitelpunkt ist stets der

”
höchstliegende“ bzw.

11 Eine Funktion f mit der Eigenschaft, dass f(−x) = f(x) für alle x, wird auch gerade Funktion genannt.
Mehr dazu finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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”
tiefstliegende“ Punkt des Graphen, d.h. die x-Koordinate des Scheitelpunkts ist gleich der

Extremstelle (also gleich der Maximum- bzw. Minimumstelle). Je nachdem, ob der Graph die
erste Achse in keinem, einem12 oder zwei Punkten schneidet, hat die entsprechende Funktion
keine, eine oder zwei Nullstellen.

Um all das einzusehen, betrachten wir schrittweise kompliziertere Funktionsterme quadratischer
Funktionen:

• Graphen von Funktionen der Form f(x) = a x2:

Beispiel 1: Die durch f2(x) = 2x2 definierte Funktion f2. Ihr Graph ist in
Abbildung 2 (in blauer Farbe) gezeigt. Er geht aus der Normparabel (in Ab-
bildung 2 als Graph der Funktion f1 in roter Farbe dargestellt) durch eine
Dehnung in Richtung der zweiten Achse um den Faktor 2 hervor und ist

”
schlanker“ als die Normparabel13. An jeder Stelle ist der Funktionswert von
f2 doppelt so groß wie jener von f1. Überprüfen Sie das in der Abbildung
anhand einiger Funktionswerte: So ist f2(1) = 2, während f1(1) = 1.

Beispiel 2: Die durch f3(x) = −x2

2
definierte Funktion f3. Ihr Graph ist

in Abbildung 2 (in grüner Farbe) gezeigt. Er geht aus der Normparabel durch
eine Spiegelung an der ersten Achse und eine Stauchung in Richtung der
zweiten Achse um den Faktor 1

2
hervor und ist

”
breiter“ als die Normparabel.

An jeder Stelle ist der Funktionswert von f3 gleich −1
2

mal jenem von f1.
Die Spiegelung kommt durch das Minuszeichen im Funktionsterm zustande.
Überprüfen Sie das in der Abbildung anhand einiger Funktionswerte: So ist
f3(1) = −1

2
, während f1(1) = 1, und f3(2) = −2, während f1(2) = 4.

Allgemein erhalten wir den Graphen einer Funktion der Form f(x) = a x2, indem wir die
Normparabel um den Faktor |a| in Richtung der zweiten Achse dehnen (falls |a| > 1)
oder stauchen (falls |a| < 1) und, falls a < 0 ist, eine Spiegelung an der ersten Achse
durchführen.

• Graphen von Funktionen der Form f(x) = x2 + c:

Beispiel: Die durch f4(x) = x2 + 2 definierte Funktion f4. Ihr Graph ist in
Abbildung 2 (in brauner Farbe) gezeigt. Er geht aus der Normparabel (Graph
von f1) durch eine Verschiebung in Richtung der zweiten Achse um 2 hervor.
An jeder Stelle ist der Funktionswert von f4 um 2 größer als jener von f1.
Überprüfen Sie das in der Abbildung anhand einiger Funktionswerte: So ist
f4(0) = 2, während f1(0) = 0, und f4(1) = 3, während f1(1) = 1.

12 Die Bezeichnung
”
schneiden“ bezieht sich hier auf die Durchschnittsmenge (

”
Schnittmenge“) von Graph

und erster Achse. Besteht diese Menge nur aus einem Punkt, so berührt der Graph die erste Achse, wie es
etwa für die in Abbildung 1 gezeigte Funktion der Fall ist.

13 Kleine Nebenbemerkung: Eine Dehnung um den Faktor 2 in Richtung der zweiten Achse macht aus der
Normparabel das Gleiche wie eine Stauchung um den Faktor 1√

2
in Richtung der ersten Achse. Begründung:

Ist (x, x2) ein Punkt auf dem Graphen der Normparabel, so sind sowohl (x, 2x2) als auch ( x√
2
, x2) Punkte

auf dem Graphen von f2. Sie können das auch durch einen Vergleich des blauen mit dem roten Graphen in
Abbildung 2 näherungsweise erkennen.
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Allgemein erhalten wir den Graphen einer Funktion der Form f(x) = x2 + c, indem wir
die Normparabel um c in Richtung der zweiten Achse verschieben. Ist c > 0, so entspricht
das einer Verschiebung nach

”
oben“, ist c < 0, so entspricht es einer Verschiebung nach

”
unten“.

• Graphen von Funktionen der Form f(x) = (x+ d)2:

Beispiel: Die durch f5(x) = (x + 2)2 definierte Funktion f5. Ihr Graph ist
in Abbildung 2 (in magenta) gezeigt. Er geht aus der Normparabel (Graph
von f1) durch eine Verschiebung in Richtung der ersten Achse um −2 her-
vor. Warum? Weil für jede Stelle x gilt: f5(x) = (x + 2)2 = f1(x + 2). Der
Funktionswert von f5 an einer Stelle x ist gleich dem Funktionswert von f1
an der Stelle x+2, also an jener Stelle, die um 2

”
rechts“ von x liegt. Genau

das entspricht einer Verschiebung um −2 in Richtung der ersten Achse! Als
weiteren Check dieses Sachverhalts vermerken wir, dass der Funktionsterm
(x+2)2 am kleinsten ist, wenn x = −2 ist. Die Funktion f5 besitzt daher an
der Stelle x = −2 ein Minimum, in Übereinstimmung mit dem in Abbildung 2
gezeigten Graphen. Überprüfen Sie die Lage des Graphen von f5 anhand ei-
niger Funktionswerte: So ist f5(−3) = f1(−1) = 1, f5(−2) = f1(0) = 0,
f5(−1) = f1(1) = 1 und f5(0) = f1(2) = 4.

Allgemein erhalten wir den Graphen einer Funktion der Form f(x) = (x + d)2, indem
wir die Normparabel um −d in Richtung der ersten Achse verschieben. Ist d > 0,
so entspricht das einer Verschiebung nach

”
links“, ist d < 0, so entspricht es einer

Verschiebung nach
”
rechts“.

• Graphen allgemeiner quadratischer Funktionen, f(x) = a x2 + b x+ c:
Nun haben wir alle nötigen Informationen gesammelt, um Lage und Form der Graphen
beliebiger quadratischer Funktionen zu erschließen. Dazu benutzen wir das früher erzielte
Ergebnis (2.23), dass f(x) = a x2 + b x+ c auch in der Form

f(x) = a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c (4.8)

geschrieben werden kann. Den Graphen einer solchen Funktion bekommen wir aus der
Normparabel durch eine kombinierte Anwendung der zuvor besprochenen Operationen.
Abbildung 3 zeigt zwei konkrete Beispiele:

Beispiel 1: Die durch f6(x) = 2 (x − 1)2 − 3 definierte Funktion f6. Durch
Ausmultiplizieren der Klammer können wir sie auch in der Form f6(x) =
2x2 − 4x − 1 schreiben. Ihr Graph ist in Abbildung 3 (in blauer Farbe)
gezeigt. Er geht durch folgende, in der angegebenen Reihenfolge ausgeführte
Operationen aus der Normparabel (Graph von f1) hervor:

– Eine Dehnung in Richtung der zweiten Achse um den Faktor 2 (was seine
Form etwas schlanker macht als die Normparabel). Damit bekommen wir
den Graphen der Funktion x 7→ 2x2.
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Abbildung 2: Graphen quadratischer Funktionen. Der Graph der Funktion f1 (in roter
Farbe) ist die in Abbildung 1 dargestellte Normparabel. Die Graphen der anderen Funk-
tionen f2 bis f5 gehen, wie im Text diskutiert, durch einfache Operationen aus jenem
von f1 hervor.

– Eine Verschiebung um −3 in Richtung der zweiten Achse. Damit bekom-
men wir den Graphen der Funktion x 7→ 2x2 − 3.

– Eine Verschiebung um 1 in Richtung der ersten Achse. Damit bekommen
wir den Graphen der Funktion x 7→ 2 (x− 1)2 − 3, d.h. der Funktion f6.

Da der Scheitel die letzten beiden Operationen mitgemacht hat, liegt er nun
im Punkt (1,−3). Aus der Lage des Graphen können nun auch die Null-
stellen (näherungsweise) abgelesen werden: Sie sind die x-Koordinaten seiner
Schnittpunkte mit der ersten Achse. Zur Kontrolle berechnen wir sie: Die
zwei Lösungen der Gleichung 2 (x − 1)2 − 3 = 0 ergeben sich sofort zu
x = 1

2

(
2±
√
6
)
, numerisch x1 ≈ −0.22 und x2 ≈ 2.22, was wir durch einen

Blick auf Abbildung 3 näherungsweise verifizieren können.

Beispiel 2: Die durch f7(x) = −1
2
(x + 1)2 + 4 definierte Funktion f7. Durch

Ausmultiplizieren der Klammer können wir sie auch in der Form f7(x) =
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−x2

2
− x + 7

2
schreiben. Ihr Graph ist in Abbildung 3 (in grüner Farbe) ge-

zeigt. Er geht durch folgende, in der angegebenen Reihenfolge ausgeführte
Operationen aus der Normparabel (Graph von f1) hervor:

– Eine Spiegelung an der ersten Achse. Damit bekommen wir den Graphen
der Funktion x 7→ −x2.

– Eine Stauchung in Richtung der zweiten Achse um den Faktor 1
2

(was
seine Form etwas breiter macht als die Normparabel). Damit bekommen
wir den Graphen der Funktion x 7→ −1

2
x2.

– Eine Verschiebung um 4 in Richtung der zweiten Achse. Damit bekommen
wir den Graphen der Funktion x 7→ −1

2
x2 + 4.

– Eine Verschiebung um −1 in Richtung der ersten Achse. Damit bekom-
men wir den Graphen der Funktion x 7→ −1

2
(x+1)2+4, d.h. der Funktion

f7.

Da der Scheitel die letzten beiden Operationen mitgemacht hat, liegt er nun
im Punkt (−1, 4). Aus der Lage des Graphen können nun auch die Null-
stellen (näherungsweise) abgelesen werden: Sie sind die x-Koordinaten seiner
Schnittpunkte mit der ersten Achse. Zur Kontrolle berechnen wir sie: Die
zwei Lösungen der Gleichung −1

2
(x + 1)2 + 4 = 0 ergeben sich sofort zu

x = −1 ± 2
√
2, numerisch x1 ≈ −3.83 und x2 ≈ 1.83, was wir durch einen

Blick auf Abbildung 3 näherungsweise verifizieren können.

Allgemein erhalten wir den Graphen einer quadratischen Funktion f der Form (4.8) aus
jenem der Normparabel durch folgende, in der angegebenen Reihenfolge ausgeführte
Operationen:

– Falls a < 0 ist: eine Spiegelung an der ersten Achse. In diesem Fall bekommen wir
den Graphen der Funktion x 7→ −x2. Ist a > 0, so unterbleibt dieser Schritt.

– Eine Dehnung (falls |a| > 1) oder Stauchung (falls |a| < 1) in Richtung der
zweiten Achse um den Faktor |a|. Im ersten Fall wird der Graph schlanker als die
Normparabel, im zweiten Fall wird er breiter. Damit bekommen wir den Graphen
der Funktion x 7→ a x2.

– Eine Verschiebung um − b2

4a
+ c in Richtung der zweiten Achse. Damit bekommen

wir den Graphen der Funktion x 7→ a x2 − b2

4a
+ c.

– Eine Verschiebung um − b
2a

in Richtung der ersten Achse. Damit bekommen wir

den Graphen der Funktion x 7→ a
(
x+ b

2a

)2 − b2

4a
+ c, d.h. der Funktion f .

Da der Scheitel diese Operationen mitmacht, liegt er nun im Punkt
(
− b

2a
,− b2

4a
+ c
)

.

Ist a > 0, so ist seine x-Koordinate − b
2a

eine Minimumstelle. Ist a < 0, so ist sie eine
Maximumstelle. Halten wir fest, wie die Parameter a, b und c den Graphen bestimmen:

– Ist a > 0, so ist der Graph eine
”
nach oben offene“ Parabel. Ist a < 0, so ist der

Graph eine
”
nach unten offene“ Parabel.
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Abbildung 3: Graphen quadratischer Funktionen. Wie in Abbildung 2 ist der Graph
der Funktion f1 (in roter Farbe) die Normparabel. Die Graphen der beiden anderen
Funktionen f6 und f7 gehen, wie im Text diskutiert, durch einfache Operationen aus
ihm hervor.

– Die Form des Graphen wird durch |a| bestimmt. Für |a| > 1 ist er schlanker, für
|a| < 1 ist er breiter als die Normparabel.

– Die Kombinationen − b
2a

und − b2

4a
+ c bestimmen die Lage des Scheitels.

Um die Lage des Graphen einer in der Form f(x) = a x2 + b x+ c gegebenen Funktion
zu finden, muss der Funktionsterm also entweder durch Ergänzung auf ein vollständiges
Quadrat in die Form (4.8) gebracht werden, oder – was einfacher ist – es wird die Formel

S =

(
− b

2a
,− b2

4a
+ c

)
(4.9)

für die Koordinaten des Scheitels benutzt. Um rechnerisch zusätzliche Information über
den Graphen zu erhalten, können noch zwei Schritte durchgeführt werden:

– Der Schnittpunkt des Graphen mit der zweiten Achse ergibt sich sehr einfach durch
Berechnung des Funktionswerts an der Stelle x = 0. Im allgemeinen Fall ist er durch
(0, c) gegeben.
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– Die Schnittpunkte des Graphen mit der ersten Achse werden durch die Nullstellen,
d.h. durch die Lösungen der entsprechenden quadratischen Gleichung f(x) = 0
bestimmt. Aber Achtung: Falls der Graph zur Gänze

”
oberhalb“ oder

”
unterhalb“

der ersten Achse liegt, gibt es keine Nullstelle (wie etwa im Fall der Funktion
f4 in Abbildung 2). Falls der Graph die erste Achse berührt, gibt es nur eine
Nullstelle (die x-Koordinate des Scheitels). Falls der Graph die erste Achse in zwei
Punkten schneidet, so sind deren x-Koordinaten die Nullstellen. In diesem Fall
ist aufgrund der symmetrischen Form der Parabeln klar, dass (wie bereits früher in
diesem Skriptum besprochen) die x-Koordinate des Scheitels (d.h. die Extremstelle)
genau der Mittelwert der beiden Nullstellen ist.

Natürlich können Sie einen Funktionsplotter (am PC oder auch als App am Tablet
oder Smartphone) verwenden, um den Graphen einer gegebenen quadratischen Funktion
zeichnen zu lassen. Das ist praktisch, sollte aber das Verständnis dafür, warum der Graph
der eingegebenen Funktion die gezeigte Form hat, nicht ersetzen, sondern fördern! (Zur
Förderung des Verstehens durch einen Funktionsplotter finden Sie eine Übungsaufgabe
am Ende dieses Skriptums.)

Nachdem wir nun ausführlich die Lage des Graphen einer gegebenen quadratischen Funktion
besprochen haben, wenden wir uns noch dem umgekehrten Problem zu: Gegeben ist le-
diglich der Graph, und Sie sollen einen dazu passenden Funktionsterm finden oder aus einer
vorgegebenen Liste den richtigen erkennen. Sind Sie in eine solche Situation gestellt, so können
Sie eine Reihe von Methoden und Checks durchführen:

• Sollen Sie den richtigen aus einer Liste von Funktionstermen erkennen, so können Sie
aus der Grafik Koordinaten von Punkten auf dem Graphen (etwa des Scheitels, der
Schnittpunkte mit den Achsen, und, falls ein Koordinatenraster eingezeichnet ist, von
Punkten mit ganzzahligen Koordinaten) ablesen und mit den entsprechenden, mit Hilfe
der Funktionsterme errechneten Größen (Nullstellen, Koordinaten des Scheitels, aus-
gewählte Wertepaare (x, f(x))) vergleichen. So lassen sich in der Regel sehr schnell die
nicht zutreffenden Funktionsterme ausscheiden.

• Eine etwas systematischere Vorgangsweise versucht, die Parameter a, b und c anhand
des Graphen (zumindest näherungsweise) abzulesen:

– Beginnen Sie mit dem Vorzeichen von a: Ist der Graph eine
”
nach oben offene“

Parabel, so ist a > 0. Ist der Graph eine
”
nach unten offene“ Parabel, so ist a < 0.

– Um a abzulesen, gehen Sie vom Scheitel aus um 1 nach
”
rechts“. Dann müssen

Sie um a nach
”
oben“ oder

”
unten“ (je nach dem Vorzeichen von a) gehen, um

wieder auf den Graphen zu gelangen14. Auf diese Weise können Sie a sozusagen

”
abmessen“.

– Lesen Sie die Koordinaten (sx, sy) des Scheitels ab und vergleichen Sie mit (4.9).

Wenn Sie a bereits bestimmt haben, folgt b = −2sxa und damit c = sy +
b2

4a
=

sy + sx
2a.

14 Die Begründung erfolgt am einfachsten mit einer Funktion vom Typ f(x) = a x2. Es ist dann f(0) = 0 und
f(1) = a. Versuchen Sie, dieses Argument für die allgemeine quadratische Funktion (4.8) zu verallgemeinern!
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Am Ende dieses Abschnitts noch ein Hinweis: Bisher haben wir Funktionsterme quadratischer
Funktionen entweder direkt durch die Koeffizienten in der Form (2.24) ausgedrückt oder, nach
einer Ergänzung auf ein vollständiges Quadrat, in der Form (4.8) angeschrieben. Sie sollten
ohne große Probleme zwischen diesen beiden (gleichwertigen) Darstellungen wechseln, d.h. die
eine in die andere umrechnen können. Manchmal sind quadratische Funktionen aber auch in
der Form

f(x) = a (x− x1)(x− x2) (4.10)

angegeben, wobei a, x1 und x2 reelle Zahlen sind. (Beispiel: f(x) = 3 (x− 2)(x+ 5).) Bevor
Sie einen solchen Funktionsterm ausmultiplizieren, um ihn auf die Form (2.24) zu bringen,
bedenken Sie, dass die Form (4.10) viel Information beinhaltet: Die Zahl a stimmt mit dem
Koeffizienten von x2 überein (d.h. mit dem Parameter, den wir auch bisher mit a bezeichnet
haben). Die Zahlen x1 und x2 sind die Nullstellen, denn klarerweise gilt f(x1) = f(x2) = 0.
Damit haben Sie auch die x-Koordinate des Scheitels, denn diese ist, wie wir bereits wissen,
gleich dem Mittelwert 1

2
(x1 + x2) der Nullstellen. Die zweite Koordinate des Scheitels ist

dann gleich dem entsprechenden Funktionswert. Für viele Zwecke reichen diese Informationen
aus, um weiterzukommen. Es ist dann gar nicht nötig, einen in der Form (4.10) gegebenen
Funktionsterm in eine andere Darstellung umzurechnen.

5 Schnittmengen der Graphen linearer und quadratischer
Funktionen

Sind zwei lineare oder quadratische Funktionen f und g gegeben, so können wir fragen, ob
es eine (oder mehrere) Stellen x gibt, an denen die Funktionswerte übereinstimmen, d.h. an
denen

f(x) = g(x) (5.1)

gilt. Ist eine der beiden Funktionen linear und eine quadratisch oder sind beide quadratisch,
mit verschiedenen Koeffizienten von x2, so stellt (5.1) eine quadratische Gleichung dar, die
auch in der Form f(x) − g(x) = 0 angeschrieben werden kann. In geometrischer Hinsicht
handelt es sich um das Problem, die Schnittmenge der Graphen, d.h. die Schnittmenge einer
Geraden und einer Parabel bzw. zweier Parabeln zu finden. Sowohl aufgrund der allgemeinen
Eigenschaften quadratischer Gleichungen als auch aufgrund der Parabelform ist klar, dass es
keine, eine oder zwei Lösungen (d.h. Schnittpunkte) geben kann.

Beispiel: Gegeben sind die Funktionen u und v mit u(x) = 2 x2 − 3 und v(x) =
−x2 + x+ 1. Man berechne die Schnittpunkte ihrer Graphen!

Lösungsweg: Es sind jene x zu finden, die u(x) = v(x) erfüllen, d.h. 2x2 − 3 =
−x2 + x+ 1 oder, indem die rechte Seite von beiden Seiten subtrahiert wird,

3x2 − x− 4 = 0. (5.2)

Die Lösungen dieser quadratischen Gleichung sind x1 = −1 und x2 =
4
3
. (Führen

Sie die Berechnung im Detail selbst durch!) Sie sind die x-Koordinaten der ge-
suchten Schnittpunkte. Die zweiten Koordinaten der Schnittpunkte erhalten wir
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durch Einsetzen in jeweils einen der beiden Funktionsterme: Mit u(x1) = u(−1) =
2 (−1)2 − 3 = −1 ergibt sich der eine Schnittpunkt zu S1 = (−1,−1), und mit

u(x2) = u(4
3
) = 2

(
4
3

)2−3 = 5
9

ergibt sich der andere Schnittpunkt zu S2 = (4
3
, 5
9
).

Zur Probe kann noch jeweils der andere Funktionsterm herangezogen werden:

v(x1) = v(−1) = −(−1)2 + (−1) + 1 = −1 = zweite Koordinate von S1 X
v(x2) = v(4

3
) = −

(
4
3

)2
+ 4

3
+ 1 = 5

9
= zweite Koordinate von S2 X

Zeichnen Sie die beiden Funktionsgraphen (entweder mit dem Bleistift auf einem
Blatt Papier oder mit Hilfe eines Funktionsplotters) und überprüfen Sie die Lage
der Schnittpunkte!

6 Verhalten quadratischer Funktionen für große
Argumente

Zum Abschluss machen wir noch einige Bemerkungen über das Verhalten quadratischer Funk-
tionen für Argumente mit großem Betrag. Ist beispielsweise die Funktion

f(x) = 3x2 + 7x− 12 (6.1)

gegeben, so können wir ihre Werte an Stellen mit sehr großem Betrag wie x = 1Million = 106

oder x = −1Million = −106 betrachten. So ist etwa

f(106) = 3 · 1012 + 7 · 106 − 12 = 3000000000000 + 7000000− 12. (6.2)

Wir sehen, dass der erste Summand den weitaus größten Teil der Summe ausmacht. Sein
Anteil beträgt

3 · 1012

3 · 1012 + 7 · 106 − 12
≈ 0.999998, (6.3)

also ganze 99.9998 Prozent! Ähnliches können wir auch an der Stelle x = −106 beobachten.

Ganz allgemein wird eine Funktion der Form

x 7→ a x2 + b x+ c (6.4)

an Stellen x, deren Betrag hinreichend groß ist, vom quadratischen Term a x2 dominiert. In
diesem Sinn können wir schreiben:

a x2 + b x+ c ≈ a x2 falls |x| genügend groß ist. (6.5)

Das bedeutet nicht, dass dann die Differenz zwischen a x2 + b x + c und a x2 klein wäre (sie
ist b x + c und wird, sofern b 6= 0 ist, an Stellen mit großem Betrag ebenfalls einen großen
Betrag besitzen), aber es bedeutet, dass a x2 den größten Teil von a x2 + b x + c ausmacht.
Etwas präziser als (6.5) können wir formulieren:

a x2

a x2 + b x+ c
≈ 1 falls |x| genügend groß ist. (6.6)

Eine Spur blumiger, dafür aber einprägsamer, können wir diesen Sachverhalt auch so aus-
drücken: Aus

”
sehr großer Entfernung betrachtet“ sieht der Graph jeder quadratischen Funk-

tion aus wie der Graph einer Funktion vom Typ x 7→ a x2.
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7 Übungsaufgaben

Hier einige Übungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten bewältigen
können sollten:

• Schreiben Sie den Term x2 − 6x+ 2 durch Ergänzung auf ein vollständiges Quadrat in
der Form (4.8) an!
Lösung:

(x−3)
2
−7.

• Schreiben Sie den Term 3x2 + 3x − 1
2

durch Ergänzung auf ein vollständiges Quadrat
in der Form (4.8) an!
Lösung:

3(x+
1
2)2−5

4.

• Gegeben ist die quadratische Funktion r(x) = −2x2 − 5x + 3. Berechnen Sie ihre
Nullstellen!
Lösung:

x1=−3,x2=
1
2.

• Gegeben ist die quadratische Funktion s(x) = 9 x2 + 6x− 13. Berechnen Sie die Koor-
dinaten des Scheitelpunkts ihres Graphen!
Lösung:

S=(−1
3,−14).

• Bestimmen Sie – zuerst rechnerisch – die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen
der Funktionen p(x) = x2+2x− 3 und q(x) = 4 x+5 ! Überprüfen Sie Ihre Ergebnisse
durch einen Plot!
Lösung:

ErstellenSiedenPlotselbst!
DieSchnittpunktesindS1=(−2,−3)undS2=(4,21).

• Bestimmen Sie – zuerst rechnerisch – die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen
der Funktionen p(x) = x2 + 2x − 3 und r(x) = 2x2 + 5x − 7 ! Überprüfen Sie Ihre
Ergebnisse durch einen Plot!
Lösung:

ErstellenSiedenPlotselbst!
DieSchnittpunktesindS1=(−4,5)undS2=(1,0).
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• Die Funktionen h1, . . . , h5 sind gegeben durch

h1(x) = x2 − 2x− 2 (7.1)

h2(x) = 2 (x+ 1)2 (7.2)

h3(x) = −
x2

4
+ 1 (7.3)

h4(x) = (x− 1) (x− 2) (7.4)

h5(x) = −x2 + 2x (7.5)

Zeichnen Sie ihre Graphen (ohne Hilfe eines Funktionsplotters)!

Lösungen:

• Mit Hilfe eines Funktionsplotters (am PC oder als App am Tablet oder Smartphone)
können Sie Ihr Verständnis für die Eigenschaften und Graphen quadratischer Funktionen
fördern, indem Sie einen quadratischen Funktionsterm in einer der besprochenen Dar-
stellungsformen

”
erfinden“ (wie beispielsweise 2x2 + 5x − 4 oder 4 (x − 1)2 − 3 oder

−3 (x + 1)(x − 2), variieren Sie die auftretenden Koeffizienten nach Belieben!), dann
überlegen (oder berechnen), wie der Graph aussehen wird, und erst danach den Graphen
plotten und mit Ihrer Vorhersage vergleichen!
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• Die folgende Abbildung zeigt fünf Graphen quadratischer Funktionen. Geben Sie Funk-
tionsterme für sie an!

Lösungen:

g4(x)=−4(x−1)
2
+2=−4x

2
+8x−2,g5(x)=(x+2)

2
−1=x

2
+4x+3.

g1(x)=x
2
−3,g2(x)=(x−3)

2
=x

2
−6x+9,g3(x)=−

x2

16,

Weitere Möglichkeiten, Ihr Wissen über quadratische Funktionen und ihre Graphen zu überprüfen
und zu festigen, bieten zahlreiche Ressourcen im Web, unter anderem der Kacheltest
http://www.mathe-online.at/kacheltests/quadratische funktionen und ihre graphen/.
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”
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Dieses Skriptum behandelt die Definitionen, Graphen und wichtigsten Eigenschaf-
ten der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens.

1 Das Bogenmaß

Um anzugeben,
”
wie weit geöffnet“ (oder

”
wie groß“) ein Winkel ist, wird im Alltagsleben und

in den ersten Jahren des Mathematikunterrichts das Gradmaß verwendet, in dem ein voller
Winkel 360◦ beträgt, ein gestreckter Winkel 180◦ und ein rechter Winkel 90◦. Ein gleichseitiges
Dreieck besitzt drei (gleiche) Innenwinkel von 60◦, und die beiden kleineren (nicht-rechten)
Winkel Ihres Geodreiecks betragen 45◦. Wird aus einem Kreis durch gerade Schnitte vom
Mittelpunkt zum Rand ein Sektor abgetrennt, so können wir einen Winkel auch als relativen
Anteil des vollen Kreises ausdrücken: Einem Viertelkreis entspricht ein rechter Winkel, also 90◦,
einem Drittel einer Torte entspricht ein Winkel von 120◦ (das ist auch der Winkel zwischen den
Zacken des

”
Mercedes-Sterns“), und drei Viertel einer Pizza entsprechen einem Winkel von

270◦. Für genaue Winkelangaben, und um sehr kleine Winkel durch ganze Zahlen ausdrücken
zu können, wird 1◦ in 60′ (60 Minuten oder Winkelminuten, auch Bogenminuten) und 1′ in
60′′ (60 Sekunden oder Winkelsekunden, auch Bogensekunden) unterteilt1 – ein Brauch, der
aber zusehends durch Gradangaben im Dezimalsystem verdrängt wird.

Dass der volle Winkel mit 360◦ veranschlagt wird, ist eine Konvention, die lange zurückliegende
historische Gründe hat und aufgrund der Tatsache, dass 360 ohne Rest durch 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40 und 45 geteilt werden kann, recht praktisch ist. Es wurden
(und werden) aber auch andere Winkelmaße verwendet. So konnte sich das im Zuge der

”
Me-

trifizierung“ Ende des 18. Jahrhunderts eingeführte Neugradsystem, in dem der volle Winkel

1 Wir wollen uns nicht lange mit der Umrechnung zwischen diesem Grad-Minuten-Sekunden-System und der
Gradangabe im Dezimalsystem aufhalten. Hier nur ein Beispiel: 20◦13′27′′ = (20 + 13

60 + 27
3600 )

◦ ≈ 20.22417◦.
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in 400 gon unterteilt wird2, der rechte Winkel also 100 gon beträgt, im Vermessungswesen
etablieren.

Für manche mathematischen Zwecke – vor allem, wenn Winkelfunktionen, das Thema die-
ses Skriptums, ins Spiel kommen – ist jedoch ein anderes Winkelmaß besser geeignet, das
Bogenmaß. Es ist in gewisser Weise eine besonders

”
natürliche“ Methode, die nicht von ei-

ner willkürlichen Unterteilung des vollen Winkels in soundsoviele Teile ausgeht, sondern einen
gegebenen Winkel durch die Länge des zugehörigen Bogens am Einheitskreis (=Kreis mit
Radius 1) ausdrückt. Stellen Sie sich dazu am besten eine Torte oder eine Pizza mit Radius
1 vor! Einem rechten Winkel (der ja einem Viertel der Torte oder der Pizza entspricht) wird
ein Bogenmaß von einem Viertel des Einheitskreis-Umfangs zugeordnet. Da der Umfang des
Einheitskreises 2 π beträgt, ist das Bogenmaß eines rechten Winkels 2π

4
, also π

2
, was ungefähr

gleich 1.570796 ist. Das Bogenmaß des vollen Winkels beträgt 2π ≈ 6.283185, das Bogenmaß
des gestreckten Winkels beträgt π ≈ 3.141593, und das Bogenmaß eines Winkels von 60◦ be-
trägt π

3
≈ 1.047198. Winkel im Bogenmaß werden in der Regel ohne Einheit angegeben, also

etwa – für die Hälfte eines rechten Winkels, im Gradmaß 45◦ – in der Form

α =
π

4
≈ 0.785398. (1.1)

Um zu betonen, dass eine Winkelangabe im Bogenmaß erfolgt, kann die Einheit rad (für
Radiant) dazugeschrieben werden, also

α =
π

4
rad ≈ 0.785398 rad. (1.2)

Aber das ist nicht notwendig. Um diesen Winkel gleichzeitig im Gradmaß und im Bogenmaß
anzugeben, können wir schreiben

α = 45◦ =
π

4
≈ 0.785398 (1.3)

oder
α = 45◦ =

π

4
rad ≈ 0.785398 rad. (1.4)

Wenn Sie wollen, können Sie sich vorstellen, dass rad einfach 1 bedeutet, aber der Deutlichkeit
halber bei einer Winkelangabe im Bogenmaß dazugeschrieben werden kann.

Um eine Winkelangabe vom Gradmaß ins Bogenmaß oder vom Bogenmaß ins Gradmaß um-
zurechnen, benutzen Sie einfach die Tatsache, dass der volle Winkel im Bogenmaß gleich 2π
beträgt, d.h. dass

2 π

360◦
= 1 und

360◦

2 π
= 1 (1.5)

ist3. Ist ein Winkel β von 72◦ gegeben, so rechnen wir um:

β = 72◦ = 72◦ · 2π

360◦
= 72 · 2π

360
= 72 · π

180
=

2

5
π. (1.6)

2 1 gon wurde früher als 1
”
Neugrad“ bezeichnet, 1◦ als 1

”
Altgrad“. Die Einheit Gon wurde 1992 ein-

geführt.
3 Sie können die linken Seiten dieser Beziehungen natürlich durch 2 kürzen. Die obigen Identitäten werden

dann zu
π

180◦
= 1 bzw.

180◦

π
= 1 oder, wenn Sie eine noch kürzere Formel dafür wünschen, 180◦ = π.
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Erkennen Sie, wie sich die Einheit ◦
”
herausgekürzt“ hat? Ist ein Winkel γ im Bogenmaß als

2
3
π gegeben, so rechnen wir um:

γ =
2

3
π =

2

3
π · 360◦

2π
=

360◦

3
= 120◦. (1.7)

Erkennen Sie, wie hier die Einheit ◦ hereingekommen ist?

Ein kleiner Hinweis: Bitte vergessen Sie bei einem im Gradmaß angegebenen Winkel
nicht, die Einheit ◦ dazuzuschreiben! Mit der Winkelangabe δ = 60 ist nicht
δ = 60◦ gemeint, sondern δ = 60 · 360◦

2π
≈ 3438◦ !

Winkel werden im Bogenmaß oft als rationale Vielfache von π angegeben, also etwa in der Form
π, π

2
oder 2

3
π. Ob es sinnvoll ist, dafür numerische Näherungswerte anzugeben, hängt vom

jeweiligen Zusammenhang ab, und auch die Genauigkeit, mit der solche Werte angeschrieben
werden, sollte vernünftig gewählt werden. Tritt etwa als Resultat einer Berechnung der Winkel
ε = π

6
auf, so ist das ein schönes Ergebnis und kann – sofern keine numerische Näherung

verlangt ist – so stehen bleiben. Sie können diesen Winkel natürlich ins Gradmaß umrechnen,
ε = π

6
· 360◦

2π
= 360◦

12
= 30◦, aber in einer Angabe wie ε ≈ 0.524 ist die – unter Umständen

wichtige – Information, dass es sich um ein Sechstel des gestreckten Winkels handelt, nicht
mehr sichtbar. Werden auf einer Achse eines Koordinatensystems Winkel im Bogenmaß auf-
getragen, so ist es meist sinnvoll, als Achsenmarkierungen nicht

”
runde Zahlen“ wie 0, 0.5, 1,

1.5, 2 zu wählen, sondern
”
runde Vielfache von π“, also etwa 0, π

2
, π, 3

2
π, 2 π.

Wenn Sie Berechnungen, in denen Winkel vorkommen, mit einem Taschenrechner oder Com-
puterprogramm durchführen, müssen Sie zuerst wissen, ob eine numerische Eingabe (die Sie
machen) oder eine Ergebnisausgabe (die Sie ablesen) im Gradmaß oder im Bogenmaß gemeint
ist. Bei vielen Taschenrechnern können Sie zwischen den Einstellungen

”
RAD“ (Bogenmaß),

”
DEG“ (Gradmaß) und

”
GRD“,

”
GRA“ oder

”
GRAD“ (Neugradsystem) wählen. Machen Sie

sich bitte in dieser Hinsicht mit den Rechnern oder Programmen, die Sie benutzen, vertraut!

Einen wichtigen Sachverhalt im Zusammenhang mit dem Bogenmaß müssen wir noch be-
sprechen: Wir haben es zunächst durch die Kurzformel

”
Winkel im Bogenmaß = Länge des

zugehörigen Bogens am Einheitskreis“ eingeführt. Neben dieser Charakterisierung gibt es eine
andere, damit eng verwandte, die Sie anwenden können, wenn ein Winkel α als Öffnungswinkel
des Sektors eines Kreises auftritt, der kein Einheitskreis ist: Ist der Radius dieses Kreises gleich
r und die Länge des Bogens gleich b, so ist der Winkel im Bogenmaß durch das Verhältnis

α =
b

r
(1.8)

gegeben. Warum? Das ergibt sich aus der Ähnlichkeit aller Sektoren beliebiger Kreise mit
gleichem Öffnungswinkel, wie in Abbildung 1 illustriert. Machen wir einen Check: Der volle
Winkel ist demnach das Verhältnis aus Umfang und Radius eines beliebigen Kreises, also

2π r

r
=

2π r/

r/
= 2π. (1.9)
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Abbildung 1: Ein Winkel α wird im Bogenmaß als Länge des zugehörigen Bogens am
Einheitskreis (hier rot) angegeben. Wird ein anderer Kreis herangezogen, der nicht den Radius
1 hat (hier blau), so ist α gleich dem Verhältnis der Länge des zugehörigen Bogens zum

Radius, also α =
b

r
. Die beiden dem Winkel entsprechenden Kreissektoren sind zueinander

ähnlich.

Wir werden im Folgenden sowohl das Gradmaß als auch das Bogenmaß verwenden. Generell
erkennen wir das jeweils verwendete Winkelmaß daran, ob ◦ dabeisteht (dann ist der betreffende
Winkel im Gradmaß angegeben) oder nicht (dann ist der betreffende Winkel im Bogenmaß
angegeben).

2 Winkelfunktionen im rechtwinkeligen Dreieck

Die Form und Größe eines rechtwinkeligen Dreiecks sind eindeutig festgelegt, wenn die Längen
seiner Seiten4 bekannt sind. Natürlich müssen sie den Satz von Pythagoras erfüllen. Werden
die Katheten5 mit a und b bezeichnet und die Hypotenuse mit c, so lautet der Satz von
Pythagoras

a2 + b2 = c2. (2.1)

Sind a, b und c bekannt, so sind auch die (Innen-)Winkel des Dreiecks eindeutig festge-
legt. Bezeichnen wir den der Seite a gegenüberliegenden Winkel mit α, den der Seite b ge-

4 Statt
”
Länge einer Seite“ oder

”
Seitenlänge“ wird auch einfach

”
Seite“ gesagt. Wir werden zwischen den

Seitenlinien und den Seitenlängen nicht unterscheiden, da praktisch immer klar ist, was gemeint ist.
5 In einem rechtwinkeligen Dreieck wird die dem rechten Winkel gegenüberliegende Seite als Hypotenuse,

die beiden anderen Seiten als Katheten bezeichnet.
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genüberliegenden Winkel mit β und den der Seite c gegenüberliegenden Winkel mit γ (siehe
Abbildung 2), so ist γ = 90◦ = π

2
, und da die Winkelsumme in jedem Dreieck gleich 180◦ = π

ist, gilt α + β = 90◦ = π
2

.

Abbildung 2: Ein rechtwinkeliges Dreieck. a und b sind die Katheten, c ist die Hypotenuse.
(Die Symbole a, b und c bezeichnen sowohl die Seitenlinien als auch die Seitenlängen.) Oft
werden (wie auch hier) die jeweils den Seiten gegenüberliegenden Winkel mit entsprechenden
griechischen Buchstaben bezeichnet, also α, β und γ. Da γ = 90◦ ist, ist statt des Namens
das Symbol für einen rechten Winkel eingezeichnet (wobei anstelle des kleinen Kreisbogens
manchmal auch ein

”
Eck“ gezeichnet wird). Entsprechend einer oft verwendeten Konvention

wurden Seiten und Winkel hier alphabetisch aufsteigend im Gegenuhrzeigersinn benannt.

Sind umgekehrt die Winkel eines rechtwinkeligen Dreiecks bekannt, so ist zwar nicht seine
Größe bestimmt, wohl aber seine Form. Das bedeutet, dass alle Seitenverhältnisse, wie a

b
,

b
c

usw. (wir bezeichnen die Seiten und Winkel wie zuvor) eindeutig festgelegt sind. Genau
genommen muss nur einer der beiden nicht-rechten Winkel bekannt sein. Kennen wir etwa
den Wert von α, so folgt β = 90◦ − α = π

2
− α, womit alle Winkel bekannt sind. Alle

rechtwinkeligen Dreiecke mit gleichem Winkel α sind zueinander ähnlich, d.h. sie gehen durch

”
Aufblasen“ oder

”
Schrumpfen“ (und gegebenenfalls eine Spiegelung) auseinander hervor.

Welche Seitenverhältnisse weist nun ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Winkel α bekannt ist,
auf? Nehmen wir zum Beispiel das Verhältnis a

c
. Es hängt nur von α ab und nicht von der

Größe des Dreiecks, ist also eine Funktion von α. Interessanterweise lässt es sich im allgemeinen
Fall aus α nicht mit Hilfe der Grundrechnungsarten (Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren
und Dividieren) berechnen. Nicht einmal, wenn wir das Wurzelziehen als bekannte Operation
dazunehmen, gelingt es, a

c
durch α auszudrücken. Hier ist also etwas Neues gefordert!

Um eine Bezeichnung dafür zur Hand zu haben, welchen Wert das Verhältnis a
c

für einen
gegebenen Wert von α annimmt, brauchen wir einen neuen Namen. Wir nennen die Funktion,
die jedem Winkel α den Wert des Seitenverhältnisses a

c
zuordnet, die Sinusfunktion oder kurz

Sinus, abgekürzt mit sin. Mit anderen Worten, wir legen fest, dass

sinα =
a

c
(2.2)

gelten soll6. Eine sprachliche Kurzformel ergibt sich nach einem Blick auf Abbildung 2: Die

6 Statt sinα kann auch sin(α) geschrieben werden, also mit der üblichen Funktionsklammer. Wir werden
diese Schreibweise insbesondere dann verwenden, wenn wir den Sinus eines im Gradmaß angegebenen Winkels
wie sin(30◦) oder den Sinus eines zusammengesetzten Ausdrucks wie sin(90◦ − α) anschreiben. Gleiches gilt
auch für die nachfolgend definierten Funktionen cos, tan und cot.
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Seite a ist jene Kathete, die dem Winkel α gegenüber liegt – wir nennen sie die Gegenkathete
von α. Die Seite c ist die Hypotenuse des Dreiecks. Wir können also knapp (ohne auf konkrete
Seitennamen Bezug zu nehmen) formulieren:

sinα =
Gegenkathete

Hypotenuse
. (2.3)

Um das Verhältnis b
c

durch α auszudrücken, nennen wir die Funktion, die jedem Winkel α den
Wert des Seitenverhältnisses b

c
zuordnet, die Cosinusfunktion oder kurz Cosinus (manchmal

auch Kosinus genannt), abgekürzt mit cos. Mit anderen Worten, wir legen fest, dass

cosα =
b

c
(2.4)

gelten soll. Da b jene Kathete ist, die dem Winkel α
”
anliegt“, nennen wir sie die anliegende

Kathete oder Ankathete von α. Wir können also knapp (ohne auf konkrete Seitennamen Bezug
zu nehmen) formulieren:

cosα =
Ankathete

Hypotenuse
. (2.5)

Um das Verhältnis a
b

der beiden Katheten durch α auszudrücken, nennen wir die Funktion,
die jedem Winkel α den Wert des Seitenverhältnisses a

b
zuordnet, die Tangensfunktion oder

kurz Tangens, abgekürzt mit tan. Damit gilt also7

tanα =
a

b
(2.6)

oder, in einer Formulierung, die keine konkreten Seitennamen enthält,

tanα =
Gegenkathete

Ankathete
. (2.7)

Schließlich nennen wir die Funktion, die jedem Winkel α den Wert des Seitenverhältnisses
b
a

zuordnet, die Cotangensfunktion oder kurz Cotangens (manchmal auch Kotangens
genannt), abgekürzt mit cot. Damit gilt also8

cotα =
b

a
=

Ankathete

Gegenkathete
. (2.8)

Die vier Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens sind nicht voneinander unabhängig,
sondern es bestehen zahlreiche Beziehungen zwischen ihnen. Dividieren wir etwa beide Seiten
des Satzes von Pythagoras (2.1) durch c2, so erhalten wir(a

c

)2
+

(
b

c

)2

= 1, (2.9)

7 Statt tan wird manchmal auch die ältere Bezeichnung tg für den Tangens verwendet.
8 Statt cot wird manchmal auch die ältere Bezeichnung ctg für den Cotangens verwendet.
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was mit den Definitionen (2.2) und (2.4) die Identität

sin2 α + cos2 α = 1 (2.10)

impliziert. Die Symbole sin2 α und cos2 α stehen hier für (sinα)2 und (cosα)2. Wird a
b

mit

1/c erweitert, also in der Form (a/c)
(b/c)

geschrieben, ergibt sich mit (2.6) die weitere Identität

tanα =
sinα

cosα
, (2.11)

und da a
b

und b
a

Kehrwerte voneinander sind (ihr Produkt ist ja gleich 1), erhalten wir mit
(2.8)

cotα =
cosα

sinα
=

1

tanα
. (2.12)

Die Funktionen tan und cot hätten wir statt wie in (2.6) und (2.8) gleich auch in der Form
(2.11) und (2.12) definieren können.

Wenden wir uns nun dem Winkel β zu: Mit ihm können wir genau das Gleiche machen wie mit
dem Winkel α. Was für α die Gegenkathete war, ist für β nun die Ankathete, und umgekehrt.
Damit ergibt sich

sin β =
b

c
= cosα (2.13)

und
cos β =

a

c
= sinα. (2.14)

Da im rechtwinkeligen Dreieck α+ β = 90◦ gilt, folgern wir daraus, dass stets die Identitäten

sin(90◦ − α) = cosα (2.15)

cos(90◦ − α) = sinα (2.16)

gelten.

Unsere vier Winkelfunktionen sind nun durch (2.10), (2.11) und (2.12) sowie (2.15) – (2.16)
miteinander verbunden. Bitte merken Sie sich diese Beziehungen – sie werden oft benötigt! Ist
für einen konkreten Winkel der Wert einer der vier Winkelfunktionen bekannt, so können die
Werte der drei anderen recht einfach berechnet werden.

Apropos berechnen: Das Problem, wie die Werte der Winkelfunktionen berechnet werden,
ist damit noch nicht gelöst. Wir haben ja lediglich Namen für bestimmte Seitenverhältnisse
im rechtwinkeligen Dreieck vergeben. Wir werden das Problem auch hier nicht lösen, son-
dern überlassen konkrete Berechnungen – wie beispielsweise auch das Wurzelziehen – dem
Taschenrechner oder Computer. So finden wir etwa mit Hilfe eines geeigneten Werkzeugs
sin(17◦) ≈ 0.292371705 und cos( π

13
) ≈ 0.970941817.

Berechnen Sie zur Übung mit Ihrem Taschenrechner oder dem von Ihnen ver-
wendeten Computerprogramm sin(19◦) und cos(3π

7
) ! Als Ergebnisse sollten Sie

erhalten: sin(19◦) ≈ 0.325568154 und cos(3π
7

) ≈ 0.222520934.
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Achten Sie darauf, ob Ihre Eingabe im Gradmaß oder im Bogenmaß erfolgen muss!
Finden Sie heraus, ob bzw. wie Sie zwischen diesen beiden Optionen wechseln
können!

Hier ein kleiner Tipp: Wir werden gleich lernen, dass auch der Winkel 90◦ zuge-
lassen ist. Für ihn gilt sin(90◦) = 1. Weiters ist sin(90) ≈ 0.893996664. Beachten
Sie: sin(90) bedeutet sin(90 rad). Berechnen Sie nun mit Ihrem Taschenrechner

”
Sinus von 90“! (Je nach Funktionsweise des Rechners müssen Sie dafür entweder

zuerst sin und dann 90 oder zuerst 90 und dann sin eingeben.) Ist das Ergebnis
1, so interpretiert Ihr Rechner eine Winkeleingabe im Gradmaß. Ist das Ergebnis
0.893996664, so interpretiert er eine Winkeleingabe im Bogenmaß. (Falls Ihr Rech-
ner keinen Wechsel zwischen Grad- und Bogenmaß vorsieht, müssen Sie, sofern
ein Winkel nicht im verlangten Winkelmaß angegeben ist, diesen zuerst wie im
vorigen Abschnitt besprochen umrechnen.)

Die Methoden, die diese elektronischen Hilfswerkzeuge benutzen, um konkrete Werte der Win-
kelfunktionen (näherungsweise, aber im Prinzip beliebig genau) zu ermitteln, werden erst in der
höheren Mathematik bereitgestellt, vor allem von der Differentialrechnung. Aber auch ohne
Kenntnis dieser Methoden können wir sehr viel Nützliches mit Winkelfunktionen tun.

Einige
”
schöne“ Winkel sind insofern Ausnahmen, als die Winkelfunktionen für sie

”
schöne“

Zahlenwerte annehmen, die sich durch die Grundrechnungsarten (inklusive Wurzelziehen) aus-
drücken lassen. Um sie zu ermitteln, benötigen wir keine technologische Hilfe, sondern nur die
konsequente Anwendung unserer Definitionen. So ist beispielsweise

sin(45◦) = cos(45◦) =

√
2

2
=

1√
2

. (2.17)

Warum? Ist in einem rechtwinkeligen Dreieck ein nicht-rechter Winkel gleich 45◦, so hat es die
gleiche Form wie ein Geodreieck. Es gilt dann (mit den gleichen Seiten- und Winkelbezeich-
nungen wie bisher) a = b, und aus dem Satz von Pythagoras (2.1) folgt sofort 2 a2 = c2, also
a = b = c√

2
. Mit unseren Definitionen (2.2) und (2.4) (oder den Kurzformeln (2.3) und (2.5))

ergibt sich damit sofort (2.17). Daraus folgt mit (2.11)

tan(45◦) = 1, (2.18)

eine nicht nur einfache, sondern auch sehr wichtige Beziehung.

Zwei weitere Winkel, deren Werte für Sinus und Cosinus man kennen sollte, sind 30◦ und 60◦.
Für sie gilt:

sin(30◦) = cos(60◦) =
1

2
(2.19)

cos(30◦) = sin(60◦) =

√
3

2
. (2.20)

In einer Übungsaufgabe am Ende dieses Skriptums sollen Sie das selbst zeigen!
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Wir lassen auch die Winkel 0◦ und 90◦ zu. Sie entsprechen dem Grenzfall eines zu einem Strich
zusammengeklappten rechtwinkeligen Dreiecks. Ist α = 0, so ist die Gegenkathete von α zu
einem Punkt geschrumpft und die Ankathete mit der Hypotenuse zusammengefallen, und mit
α = 90◦ ist es gerade umgekehrt. Damit ergibt sich

sin(0◦) = cos(90◦) = tan(0◦) = cot(90◦) = 0 (2.21)

cos(0◦) = sin(90◦) = 1. (2.22)

Der Tangens von 90◦ und der Cotangens von 0◦ sind nicht definiert, da man bei ihrer Berech-
nung durch 0 dividieren müsste9.

3 Winkelfunktionen für beliebige Winkel

Das Konzept der Winkelfunktionen lässt sich auf natürliche Weise für Winkel, die größer als 90◦

sind, übertragen. Dazu betrachten wir einen Punkt P auf dem Einheitskreis der Zeichenebene
(d.h. auf dem Kreis mit Radius 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung O liegt10). Mit α wollen
wir den von der positiven ersten Achse aus im Gegenuhrzeigersinn bis zur Verbindungsstrecke
OP gemessenen Winkel bezeichnen. (Negative Winkel werden entsprechend im Uhrzeigersinn
gemessen.) In Abbildung 3 ist diese Situation für einen Punkt P dargestellt, der im ersten
Quadranten des Koordinatensystems liegt (d.h. dessen Koordinaten beide positiv sind) und
für den daher 0 < α < 90◦ gilt. Wir benutzen das rechtwinkelige Dreieck, dessen Katheten
in blau dargestellt sind und dessen Hypotenuse die Länge 1 (Radius des Einheitskreises!) hat,
um sinα und cosα abzulesen:

• sinα ist gleich der Gegenkathete von α (dividiert durch 1) und daher gleich der zweiten
Koordinate von P .

• cosα ist gleich der Ankathete von α (dividiert durch 1) und daher gleich der ersten
Koordinate von P .

Wir können den Punkt P daher in Koordinatenform P = (cosα, sinα) schreiben. In der
Abbildung gibt es noch ein zweites, zum ersten ähnliches rechtwinkeliges Dreieck, dessen
Hypotenuse auf der Verlängerung der Strecke OP zu einer Geraden (der Trägergeraden von
OP ) liegt. Die Ankathete von α in diesem Dreieck liegt auf der ersten Achse und hat die
Länge 1 (Radius des Einheitskreises!). Die Gegenkathete liegt auf der

”
vertikalen“ Geraden,

deren erste Koordinate gleich 1 ist (sie wird auch Tangens-Schiene genannt), und reicht von
der ersten Achse bis zum Schnittpunkt mit der Trägergeraden von OP . Wir lesen wieder ab:

• tanα ist gleich der Gegenkathete von α (dividiert durch 1, der Länge der Ankathete)
und daher gleich der zweiten Koordinate des Schnittpunkts der Tangens-Schiene mit der
Trägergeraden von OP .

Damit ist tanα gleich dem Anstieg11 der Trägergeraden von OP .

9 Manchmal wird – salopp – gesagt, tan(90◦) sei
”
unendlich“. Obwohl das eine bequeme Ausdrucksweise

ist, sollte man sich darüber im Klaren sein, dass sie im Grunde genauso falsch ist wie die Aussage, dass 1
0

gleich
”
unendlich“ ist.

10 Generell ist ein Einheitskreis ein Kreis mit Radius 1. Ist ein Koordinatensystem gegeben, so meint man
mit

”
dem“ Einheitskreis den Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung.

11 Zum Begriff des Anstiegs siehe das Skriptum über lineare Funktionen und ihre Graphen.
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Abbildung 3: Definition der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus und Tangens für beliebige
Winkel. Der Koordinatenursprung ist mit O bezeichnet, der Einheitskreis ist rot dargestellt.
P ist ein Punkt auf dem Einheitskreis im ersten Quadranten. Der Winkel α wird von der
positiven ersten Achse aus im Gegenuhrzeigersinn bis zur Strecke OP gemessen. Er ist kleiner
als 90◦. Die Koordinaten des Punktes P sind dann cosα und sinα. Der Tangens von α ist
gleich der zweiten Koordinate des Schnittpunkts der Trägergeraden der Strecke OP mit
jener Gerade, deren erste Koordinate gleich 1 ist (der Tangens-Schiene) und damit gleich
dem Anstieg der Trägergeraden von OP .

Wir können unser Konzept der Winkelfunktionen nun auf beliebige Winkel verallgemeinern:
Ist P ein beliebiger Punkt auf dem Einheitskreis (für den der Winkel α auch größer als 90◦

sein darf), so bezeichnen wir mit sinα die zweite Koordinate von P und mit cosα die erste
Koordinate von P . Mit anderen Worten: Wir definieren Sinus und Cosinus für beliebige Winkel
durch die Beziehung

P = (cosα, sinα), (3.1)

d.h. als Koordinaten des Punktes P . Über die Beziehungen (2.11) und (2.12) werden dann
tanα und cotα festgelegt.

Nun dehnen wir den Zahlenbereich, mit dem Winkel gekennzeichnet werden, noch weiter aus:
Wird α, beginnend mit 0◦, kontinuierlich vergrößert, so wandert der Punkt P , beginnend mit
P = (1, 0), wie die Spitze eines Uhrzeigers (aber im Gegenuhrzeigersinn) auf dem Einheitskreis.
Nach einem vollendeten Umlauf ist α auf 360◦ angewachsen und müsste nun wieder auf 0◦

zurückspringen. Das ist manchmal sehr unpraktisch, und so entschließen wir uns, beliebige
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Werte als Winkelangaben zuzulassen. Dabei müssen wir nur bedenken, dass zwei Winkel,
deren Differenz im Gradmaß gleich 360◦ (im Bogenmaß gleich 2 π) ist, die gleiche geometrische
Bedeutung haben. Wir identifizieren beispielsweise

365◦ ←→ 5◦ (3.2)
5

2
π ←→ π

2
(3.3)

−5◦ ←→ 355◦ (3.4)

−π
2
←→ 3

2
π (3.5)

Damit machen wir die Winkelfunktionen zu periodischen Funktionen – ein Aspekt, der uns
später in diesem Skriptum, wenn wir uns ihre Graphen ansehen, noch begegnen wird.

Abbildung 4: Definition der Winkelfunktionen Sinus und Cosinus für beliebige Winkel auf
dem Einheitskreis.
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Je nachdem, in welchem Quadranten P liegt, können unsere vier Winkelfunktionen nun auch
negative Werte annehmen. In Abbildung 4 ist illustriert, wie die Vorzeichen von Sinus und
Cosinus zustande kommen, wenn P in einem der vier Quadranten liegt. Der Tangens eines
Winkels ist auch im allgemeinen Fall gleich dem Anstieg der Trägergeraden von OP
(in Abbildung 4 blau strichliert eingezeichnet). Den vier Quadranten entsprechen folgende
Vorzeichenkombinationen:

• Abbildung 4 links oben: P liegt im ersten Quadranten, 0◦ < α < 90◦ (im Bogenmaß:
0 < α < π

2
). Die Vorzeichen von (cosα, sinα) sind (+,+). Weiters gilt tanα > 0, da

die strichlierte Strecke einen positiven Anstieg hat.

• Abbildung 4 rechts oben: P liegt im zweiten Quadranten, 90◦ < α < 180◦ (im Bogen-
maß: π

2
< α < π). Die Vorzeichen von (cosα, sinα) sind (−,+). Weiters gilt tanα < 0,

da die strichlierte Strecke einen negativen Anstieg hat.

• Abbildung 4 links unten: P liegt im dritten Quadranten, 180◦ < α < 270◦ (im Bo-
genmaß: π < α < 3

2
π). Die Vorzeichen von (cosα, sinα) sind (−,−). Weiters gilt

tanα > 0, da die strichlierte Strecke einen positiven Anstieg hat.

• Abbildung 4 rechts unten: P liegt im vierten Quadranten, 270◦ < α < 360◦ (im Bo-
genmaß: 3

2
π < α < 2 π). Die Vorzeichen von (cosα, sinα) sind (+,−). Weiters gilt

tanα < 0, da die strichlierte Strecke einen negativen Anstieg hat.

• Für Winkelangaben < 0◦ und > 360◦ werden die Winkelfunktionen periodisch fortge-
setzt.

Ist α ein ganzzahliges Vielfaches des rechten Winkels, dann liegt P auf einer der Koordinaten-
achsen (d.h. auf einer Grenzlinie zwischen zwei Quadranten), und in diesem Fall ist einer der
beiden Werte für sinα und cosα gleich 0 und der andere 1 oder −1. Einer der beiden Werte
für tanα und cotα ist dann gleich 0, der andere ist nicht definiert.

Die von uns früher für Winkel zwischen 0◦ und 90◦ erhaltene Identität (2.10) gilt ganz allge-
mein12 (sie drückt aus, dass P auf dem Einheitskreis liegt), und auch die Identitäten (2.15)
und (2.16) gelten für beliebige Winkel α.

Aufgrund der Definitionen von Sinus und Cosinus als Koordinaten eines Punktes
auf dem Einheitskreis liegt es auf der Hand, dass diese beiden Winkelfunktionen
zur Beschreibung von Kreisbewegungen benutzt werden können. Bewegt sich
der Punkt P , beginnend mit P = (1, 0) zum Zeitpunkt t = 0, mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit ω im Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitskreis, so ist der
Winkel α zu einem Zeitpunkt t gleich ω t. Die Winkelgeschwindigkeit ω gibt an,
welcher Winkel pro Zeitintervall von einem Pfeil (

”
Zeiger“), der vom Ursprung zum

Punkt P verläuft,
”
überstrichen“ wird13. Der Punkt P hat dann die Koordinaten

12 Aus der Identität (2.10) folgt übrigens, dass cosα entweder gleich
√
1− sin2 α oder gleich −

√
1− sin2 α

ist, je nachdem, in welchem Quadranten P liegt.
13 Das ist ganz analog zur Geschwindigkeit, die angibt, welche Strecke pro Zeitintervall zurückgelegt wird.

Eine typische Einheit der Geschwindigkeit ist m/s (Meter pro Sekunde), und analog dazu wird eine Winkelge-
schwindigkeit entweder (wenn der Winkel im Gradmaß gemessen wird) in Grad pro Sekunde oder (wenn der
Winkel im Bogenmaß gemessen wird) in Radiant pro Sekunde, d.h. einfach in Sekunde−1 (s−1) angegeben.
Siehe dazu auch Fußnote 22.
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P (t) = (cos(ω t), sin(ω t)).

Abbildung 5: Sinus und Cosinus beliebiger Winkel können auf Winkel, die zwischen 0◦ und
90◦ liegen, zurückgeführt werden. Hier zwei Beispiele:
− Links: Zur Illustration der Identitäten (3.6) und (3.7).
− Rechts: Zur Illustration der Identitäten (3.8) und (3.9).

Jene Werte der Winkelfunktionen, für die P nicht im ersten Quadranten liegt, können leicht auf
rechtwinkelige Dreiecke zurückgeführt werden, wie Abbildung 5 (links) anhand eines Winkels
zwischen 90◦ und 180◦ zeigt. Der eingezeichnete Hilfswinkel β tritt in einem rechtwinkeligen
Dreieck auf, womit sich die Koordinaten von P durch sin β und cos β, die aus den Definitionen
(2.3) und (2.5) folgen, ausdrücken lassen. Da α und β zusammen einen gestreckten Winkel
bilden, also β = 180◦ − α gilt, erhalten wir die zwei Identitäten

sin(180◦ − α) = sinα (3.6)

cos(180◦ − α) = − cosα, (3.7)

die sogar für beliebige Winkel α gelten.

Zwei weitere Identitäten, die für beliebige Winkel gelten, sind

sin(−α) = − sinα (3.8)

cos(−α) = cosα, (3.9)

wie in Abbildung 5 (rechts) für α zwischen 0◦ und 90◦ gezeigt. Wir sagen, dass der Sinus eine
ungerade Funktion und der Cosinus eine gerade Funktion ist14.

Schließlich gelten die Identitäten

sin(α + 360◦) = sinα (3.10)

cos(α + 360◦) = cosα (3.11)

14 Mehr zu diesen beiden Begriffen finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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gemäß unserer Vereinbarung, dass die Werte jeder Winkelfunktion für unterschiedlich angege-
bene Winkel, die aber geometrisch das Gleiche bedeuten, gleich sind. Wir sagen, dass Sinus und
Cosinus periodische Funktionen15 mit Periode 360◦ (im Bogenmaß: 2π) sind. Da sich die
Werte von Tangens und Cotangens bereits nach einer halben Umrundung des Einheitskreises
wiederholen (überlegen Sie selbst, warum!), gilt

tan(α + 180◦) = tanα (3.12)

cot(α + 180◦) = cotα (3.13)

für beliebige α. Daher sind auch der Tangens und der Cotangens periodische Funktionen,
allerdings mit (kleinster) Periode 180◦ (im Bogenmaß: π).

Abbildung 6 zeigt die Werte von Sinus und Cosinus für einige häufig auftretende Winkel im
Einheitskreis.

Abbildung 6: Sinus und Cosinus für einige häufig auftretende Winkel im Einheitskreis. Für
die Werte im ersten Quadranten vgl. (2.17), (2.19) und (2.20).

15 Mehr zu diesem Begriff finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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4 Winkelfunktionen in beliebigen Dreiecken

In beliebigen (also nicht notwendigerweise rechtwinkeligen) Dreiecken gelten zwei Sätze, die
für geometrische Berechnungen wichtig sind, und die wir (ohne Beweis) angeben. Mit der
gleichen Bezeichnungskonvention, die wir bereits früher für rechtwinkelige Dreiecke verwendet
haben (die Seiten sind a, b und c, die ihnen jeweils gegenüberliegenden (Innen-)Winkel sind
α, β und γ), lauten sie:

Sinussatz:
sinα

a
=

sin β

b
=

sin γ

c
, (4.1)

was auch in der Form

sinα

sin β
=
a

b
,

sin β

sin γ
=
b

c
,

sin γ

sinα
=
c

a
(4.2)

angeschrieben werden kann16. In Worten besagt (4.1), dass das Verhältnis
”
Sinus eines Winkels

zur gegenüberliegenden Seite“ für alle drei Winkel gleich ist. (4.2) besagt, dass das Verhältnis
zweier Seiten gleich dem Verhältnis der Sinusse der gegenüberliegenden Winkel ist.

Cosinussatz:

c2 = a2 + b2 − 2 a b cos γ (4.3)

a2 = b2 + c2 − 2 b c cosα (4.4)

b2 = c2 + a2 − 2 c a cos β. (4.5)

Beachten Sie, in welchen Kombinationen die Seiten und Winkel hier vorkommen: Links tritt
jeweils eine Seite auf, rechts treten die zwei anderen Seiten und der von ihnen eingeschlossene
Winkel auf.

Ist einer der Winkel, sagen wir γ, gleich 90◦, so ist gemäß (2.21) cos γ = 0,
womit (4.3) in den Satz von Pythagoras (2.1) übergeht. Wird dann c2 in den
anderen beiden Identitäten durch a2 + b2 ersetzt, so reduzieren sich diese auf
die Definitionen von Sinus und Cosinus im rechtwinkeligen Dreieck, besagen also
nichts Neues. Der Cosinussatz kann daher als Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras auf beliebige Dreiecke angesehen werden.

Die Formeln (4.3) – (4.5) können nach den Cosinussen der Winkel aufgelöst werden. Daher
kann der Cosinussatz dazu benutzt werden, die Winkel in Dreiecken, in denen nur Längen
bekannt sind, zu berechnen17.

16 Wir erwähnen nebenbei zwei weitere interessante Beziehungen: Für den Flächeninhalt A eines Dreiecks
gilt 2A = a b sin γ = b c sinα = c a sinβ. Für den Radius R des Umkreises gilt 2R = a

sinα = b
sin β = c

sin γ .
17 Das verweist auf eine tiefere, für die Grundlagen der Mathematik wichtige Bedeutung des Cosinussatzes:

Mit seiner Hilfe lässt sich der Winkelbegriff auf den Längenbegriff zurückführen.
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5 Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

Gerade haben wir gesagt, dass der Cosinussatz dazu benutzt werden kann, die Winkel in
Dreiecken, in denen nur Längen bekannt sind, zu berechnen.

Gilt beispielsweise a = 4, b = 5 und c = 6, so folgt aus (4.3), dass cos γ = 1
8

ist.
Das wirft die Frage auf, welche Winkel einen Cosinus von 1

8
haben.

Auch im Zusammenhang mit dem Sinussatz tritt eine derartige Problemstellung auf:

Ist etwa in einem Dreieck a = 7, b = 3 und α = 63◦, so berechnen wir mit (4.2)
sin β = b

a
sinα = 3

7
sin(63◦) ≈ 0.38186. Hier stehen wir vor der Frage, welche

Winkel einen Sinus von 0.38186 haben.

Die numerische Berechnung von Winkeln, deren Sinus oder Cosinus wir kennen, lassen wir wie-
der unsere elektronischen Werkzeuge (Taschenrechner oder Computerprogramm) durchführen.
Es ist aber nützlich, den Operationen, die diese Werkzeuge durchführen, einen Namen zu geben.
Wir nennen Sie die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen, kurz inverse Winkelfunk-
tionen oder Arcusfunktionen18. Es sind dies:

• Die Funktion Arcus Sinus (Symbol arcsin oder kurz asin) weist jeder Zahl c, die
zwischen −1 und 1 liegt, jenen (eindeutig bestimmten) Winkel α zu, für den sinα = c
gilt und der zwischen −90◦ und 90◦ (im Bogenmaß: zwischen −π

2
und π

2
) liegt.

• Die Funktion Arcus Cosinus (Symbol arccos oder kurz acos) weist jeder Zahl c, die
zwischen −1 und 1 liegt, jenen (eindeutig bestimmten) Winkel α zu, für den cosα = c
gilt und der zwischen 0◦ und 180◦ (im Bogenmaß: zwischen 0 und π) liegt.

• Die Funktion Arcus Tangens (Symbol arctan oder kurz atan) weist jeder reellen Zahl
c jenen (eindeutig bestimmten) Winkel α zu, für den tanα = c gilt und der zwischen
−90◦ und 90◦ (im Bogenmaß: zwischen −π

2
und π

2
) liegt.

• Die Funktion Arcus Cotangens (Symbol arccot oder kurz acot) weist jeder reellen
Zahl c 6= 0 jenen (eindeutig bestimmten) Winkel α zu, für den cotα = c gilt und
der zwischen −90◦ und 90◦ (im Bogenmaß: zwischen −π

2
und π

2
) liegt. Für c = 0 ist

acot(0) = 90◦ = π
2

definiert.

Der tiefere Grund für diese recht kompliziert anmutenden Beschreibungen liegt darin, dass ein
Winkel durch den Wert einer seiner Winkelfunktionen nicht eindeutig bestimmt ist. So gibt
es beispielsweise zwei Winkel zwischen 0◦ und 360◦, deren Sinus gleich 1

2
ist, nämlich 30◦

und 150◦. (Das geht aus der Darstellung des Sinus als zweite Koordinate des entsprechenden
Punktes P auf dem Einheitskreis gemäß Abbildung 4 hervor: Es gibt genau zwei Möglichkeiten
für P , am Einheitskreis zu liegen und als zweite Koordinate 1

2
zu haben. Sie entsprechen

genau den Winkeln α = 30◦ und α = 150◦. Zeichnen Sie diese Situation auf!) Wollen wir das
Bilden des Sinus

”
umkehren“, so müssen wir eine Wahl treffen, welcher dieser beiden Winkel

18 Vom lateinischen arcus für
”
Bogen“. Erinnern Sie sich, dass ein Winkel im Bogenmaß als Länge des

Bogens am Einheitskreis gemessen wird! Funktionen, deren Funktionswerte Winkel sind, werden daher als
Arcusfunktionen bezeichnet, und ihren Symbolen wird ein arc (oft zu a verkürzt) vorangestellt.
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ausgegeben werden soll, und das Gleiche gilt auch für die anderen Winkelfunktionen19. Die
obige Beschreibung der Arcusfunktionen drückt eine solche Wahl aus.

Auf wissenschaftlichen Taschenrechnern sind die Tasten für die inversen Winkel-
funktionen entweder durch ein vorangestelltes

”
arc“ (oder

”
a“) oder durch ein

hochgestelltes −1 gekennzeichnet. Den Arcus Sinus finden Sie also unter einer der
Bezeichnungen

”
arcsin“,

”
asin“ oder

”
sin−1“, manchmal auch, indem vor

”
sin“

eine Taste namens
”
inv“ gedrückt wird. Um diese Funktionen nutzen zu können,

müssen Sie allerdings wissen, ob die Ausgabe im Gradmaß oder im Bogenmaß
erfolgt.

Hier ein nützlicher Tipp: Um zu testen, in welchem Winkelmaß Ihr Rechner einen
Winkel ausgibt, müssen Sie lediglich asin(1) berechnen. Ist das Ergebnis 90, so
handelt es sich um eine Ausgabe im Gradmaß, die als 90◦ zu verstehen ist. Ist das
Ergebnis 1.570796327, so handelt es sich um eine Ausgabe im Bogenmaß, die als
π
2

zu verstehen ist.

Falls Sie mit Hilfe der inversen Winkelfunktionen Dreiecksberechnungen durchführen, so be-
denken Sie, dass in einem Dreieck nur (Innen-)Winkel zwischen 0◦ und 180◦ auftreten können.
Das entspricht gemäß Abbildung 4 der Situation, dass der Punkt P im ersten oder zweiten
Quadranten (also oberhalb der ersten Achse) liegt. Ist der Cosinus eines solchen Winkels (also
die erste Koordinate von P ) bekannt, so ist der Winkel eindeutig bestimmt und wird mit Hilfe
der Arcus Cosinus-Funktion berechnet.

Damit können wir das erste der oben gestellten Probleme lösen: Gilt in einem
Dreieck a = 4, b = 5 und c = 6, so folgt aus (4.3), dass cos γ = 1

8
ist. Daher ist

γ = acos(1
8
) ≈ 82.819◦ (im Bogenmaß ≈ 1.4455).

Ist hingegen der Sinus eines Winkels zwischen 0◦ und 180◦ (also die zweite Koordinate von
P ) bekannt (und 6= 1), so gibt es zwei Winkel zwischen 0◦ und 180◦, die den gleichen Sinus
haben. Die Arcus Sinus-Funktion gibt einen dieser beiden Winkel aus (und zwar jenen, der
zwischen 0◦ und 90◦ liegt). Ist einer der beiden Winkel α, so ist der andere 180◦−α. Welcher
der gesuchte ist (oder ob das gestellte geometrische Problem zwei Lösungen hat), muss dann
aus dem jeweiligen Kontext erschlossen werden.

Damit können wir das zweite der oben gestellten Probleme lösen: Ist in einem
Dreieck a = 7, b = 3 und α = 63◦, so berechnen wir mit (4.2) sin β =
b
a

sinα ≈ 0.38186. Daher gibt es zwei Möglichkeiten für den Winkel β, nämlich
β1 ≈ asin(0.38186) ≈ 22.4489◦ (im Bogenmaß: ≈ 0.391808) und β2 = 180◦ −
β1 ≈ 157.551◦ (im Bogenmaß: ≈ 2.74978). Da aber α + β2 mit ungefähr 221◦

größer als 180◦ ist, kann β2 kein Innenwinkel eines Dreiecks sein und scheidet aus.
Das Problem besitzt eine eindeutige Lösung, nämlich β = β1. Zeichnen Sie die
angegebene geometrische Problemstellung auf!

19 Das ist ganz analog zum Quadrieren und dem Wurzelziehen: Es gibt zwei Zahlen, deren Quadrat 4 ist,
nämlich −2 und 2. Bei der Umkehrung, dem Wurzelziehen, entscheiden wir uns für die positive Zahl, also 2,
und legen fest:

√
4 = 2.
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Ähnliche Mehrdeutigkeiten gibt es auch für den Tangens und den Cotangens.

Wie die Winkelfunktionen sind auch die Arcusfunktionen nicht voneinander unabhängig. So
besteht beispielsweise zwischen der Arcus Sinus- und der Arcus Cosinus-Funktion die Identität

asin (x) + acos (x) = 90◦ =
π

2
(5.1)

für alle x zwischen −1 und 1. (Überlegen Sie, warum!)

6 Graphen der Winkelfunktionen

Um die Werte und Vorzeichen der Winkelfunktionen, ihre Periodizität, die Verwandtschafts-
verhältnisse für Winkel, die unterschiedlichen Quadranten am Einheitskreis entsprechen, und
die Monotonieeigenschaften dieser Funktionen schnell zu überblicken, ist die grafische Dar-
stellung die geeignetste. Wie die Graphen der Sinus- und der Cosinusfunktion aussehen, ergibt
sich qualitativ durch ihre Darstellung am Einheitskreis (Abbildung 4): Während P einmal im
Gegenuhrzeigersinn um den Einheitskreis läuft, α daher um 360◦ oder 2π zunimmt, wachsen
bzw. fallen sinα und cosα je nachdem, in welchem Quadranten sich P gerade befindet. Liegt
P auf einer Koordinatenachse, so ist einer der beiden Werte 0 und der andere −1 oder 1,
sodass die Graphen ein

”
Auf und Ab“ zwischen den Werten −1 und 1 (oder, wenn man sich

α als Zeit vorstellt, das Verhalten von
”
Schwingungen“) zeigen. Der Tangens (als Quotient

”
Sinus durch Cosinus“ bzw. als Anstieg der Trägergeraden von OP ) kann beliebige Werte

annehmen und ist dann, wenn P auf der zweiten Achse liegt, nicht definiert. Der Cotangens
(als

”
1 durch Tangens“) kann ebenfalls beliebige Werte annehmen und ist dann, wenn P auf

der ersten Achse liegt, nicht definiert.

Die Graphen dieser vier Funktionen sind in Abbildung 7 gezeigt. Da der Winkel (die un-
abhängige, auf der ersten Achse aufgetragene Variable) im Zusammenhang mit den Graphen
meist im Bogenmaß angegeben wird, machen wir das auch so. Stellen wir die wichtigsten
Eigenschaften, die sich aus den Verläufen der Graphen ergeben (und die wir zum Teil bereits
gefunden haben), zusammen:

• Sinus und Cosinus sind periodische Funktionen mit Periode 2π. Tangens und Cotangens
sind periodische Funktionen mit Periode π.

• Sinus und Cosinus nehmen Werte zwischen −1 und 1 an. Tangens und Cotangens können
beliebige reelle Werte annehmen.

• Die Graphen von Sinus und Cosinus sind zueinander in Richtung der ersten Achse ver-
schoben, haben aber ansonsten die gleiche Form. Das entspricht der Identität

cos
(
α− π

2

)
= sinα, (6.1)

die wir – nun im Bogenmaß ausgedrückt – aus (2.16) und (3.9) erhalten. Sie besagt, dass
wir den Graphen der Sinusfunktion erhalten, indem wir den Graphen der Cosinusfunktion
um π

2
nach rechts verschieben. Wir können sie auch in der Form

cosα = sin
(
α +

π

2

)
(6.2)
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Abbildung 7: Die Graphen der vier Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotan-
gens. Die unabhängige Variable (der Winkel α) ist im Bogenmaß angegeben.

anschreiben, was besagt, dass wir den Graphen der Cosinusfunktion erhalten, indem wir
den Graphen der Sinusfunktion um π

2
nach links verschieben.

• Die Nullstellen der Sinusfunktion liegen bei allen ganzzahligen Vielfachen von π. Die
Nullstellen der Cosinusfunktion sind entsprechend verschoben. Wo eine der beiden Funk-
tionen eine Nullstelle hat, hat die andere ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

• Die strichlierten
”
vertikalen“ Hilfslinien in Abbildung 7 bei den ganzzahligen Vielfachen

von π
2

(also 90◦) markieren jene Winkel, für die der Tangens oder der Cotangens nicht
definiert ist. Sie sind Asymptoten der entsprechenden Graphenstücke.

• Die Graphen der Winkelfunktionen zeigen, dass es für keine von ihnen eine globale
Umkehrfunktion gibt. Ist etwa ein Winkel gesucht, dessen Sinus gleich 1

2
ist, so entspricht

das der Gleichung sinα = 1
2
. Um sie grafisch zu lösen, müssen wir die Schnittpunkte des

Graphen der Sinusfunktion mit jener (
”
horizontalen“, also zur ersten Achse parallelen)

Geraden, deren zweite Koordinate überall gleich 1
2

ist, ermitteln. Klarerweise gibt es
unendlich viele Lösungen, von denen zwei im Bereich zwischen 0 und π = 180◦ liegen,
nämlich α = π

6
= 30◦ und α = 5π

6
= 150◦, wie wir bereits früher festgestellt haben.

Ähnliches gilt auch für die anderen Winkelfunktionen.
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7 Abkömmlinge der Sinus- und der Cosinusfunktion

Die im vorigen Abschnitt besprochenen Graphen legen es nahe, Schwingungsvorgänge (wie
etwa den zeitlichen Verlauf einer Wechselspannung) durch die Sinus- oder Cosinusfunktion zu
beschreiben20. Dazu lassen wir den Winkel α gemäß α = ω t von der Zeit t abhängen (wie wir
das bereits früher bei der Betrachtung der gleichmäßigen Bewegung eines Punktes auf dem
Einheitskreis gemacht haben). Hängt eine Größe s gemäß

s(t) = A sin(ω t) (7.1)

von der Zeit ab, wobei A eine positive Konstante ist, so sprechen wir von einer harmonischen
Schwingung. Die Konstante ω wird in diesem Zusammenhang Kreisfrequenz genannt21, die
Konstante A heißt Amplitude. Die Periodendauer, d.h. die Zeit, während der eine vollständige
Periode durchlaufen wird, ist durch T = 2π

ω
gegeben, die Frequenz22 durch f = 1

T
= ω

2π
.

Wollen wir (7.1) durch die Frequenz oder durch die Periodendauer ausdrücken, so können wir
stattdessen auch eine der beiden Formen

s(t) = A sin(2π f t) = A sin

(
2π

T
t

)
(7.2)

benutzen. Etwas allgemeiner als (7.1) können wir zur Beschreibung einer Schwingung

s(t) = A sin(ω t+ δ) (7.3)

ansetzen, wobei δ die Anfangsphase ist, da der Term ω t + δ, von dem die Sinusfunktion
gebildet wird, zur (Anfangs-)Zeit t = 0 den Wert δ hat23.

Treten in einer Anwendungssituation mehrere durch Funktionen der Form (7.3) beschriebene
Schwingungen (z.B. Wechselspannungen und Wechselströme) mit unterschiedlichen Amplitu-
den, Frequenzen und Anfangsphasen auf, so ist es nützlich, ein bisschen über die Graphen
solcher Funktionen zu wissen. Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) bezeichnen wir die
unabhängige Variable im Folgenden mit t. Wir können uns t als Zeit vorstellen. Um uns nicht

20 Ob man lieber die Sinusfunktion oder die Cosinusfunktion dafür verwendet, ist Geschmackssache, da die
beiden Funktionen – wie (6.1) und (6.2) zeigen – ja nur um π

2 ”
versetzte“ Versionen voneinander sind.

21 Sie misst, wie schnell sich der Winkel, von dem der Sinus gebildet wird, also ω t, mit der Zeit ändert.
Eine ganz ähnliche Situation haben wir bereits früher in diesem Skriptum erwähnt (blättern Sie zurück!): Auch
beim gleichmäßigen Umlauf eines Punktes auf dem Einheitskreis tritt ein Winkel auf, der proportional zur Zeit
anwächst. Die dort aufgetretene Konstante, die Winkelgeschwindigkeit, wurde mit dem gleichen Symbol ω
bezeichnet, da sie in formaler Hinsicht die gleiche Rolle spielt wie hier die Kreisfrequenz.

22 Dass der Zusammenhang zwischen Frequenz und Periodendauer durch f = 1
T gegeben ist, können Sie

sich so überlegen: Während einer Periodendauer T wird 1 Schwingung ausgeführt. Werden in einer Sekunde 10
komplette Schwingungen ausgeführt, so dauert eine Schwingung 1

10 Sekunde. In dieser Situation ist T = 1
10 s

und f = 10 Schwingungen pro Sekunde oder 10Hz, wobei Hz (für Hertz, nach Heinrich Hertz, 1857 – 1894)
die zur Angabe von Frequenzen verwendete Abkürzung von s−1 ist. Für Winkelgeschwindigkeiten wird diese
Abkürzung übrigens nicht empfohlen, obwohl sie theoretisch möglich wäre.

23 In Physik und Technik wird das Argument einer Sinus- oder Cosinusfunktion, im Fall (7.1) also ω t, im
Fall (7.3) ω t + δ, oft als Phase bezeichnet, insbesondere dann, wenn es sich nicht um einen geometrischen
Sachverhalt handelt, in dem das Wort

”
Winkel“ angebracht wäre. Im Laufe einer kompletten Periode (d.h.

einer vollständigen Schwingung) wächst die Phase um 2π.
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mit physikalischen Einheiten herumzuschlagen, behandeln wir t als dimensionslos24. Nun be-
trachten wir die durch

f0(t) = sin t (7.4)

f1(t) = 2 sin t (7.5)

f2(t) = sin(3 t) (7.6)

f3(t) = 2 sin(3 t) (7.7)

f4(t) = sin
(
t− π

8

)
(7.8)

f5(t) = 2 sin
(

3 t− π

8

)
(7.9)

definierten Funktionen f0, . . . , f5, besprechen ihre Eigenschaften und sehen uns ihre (in Ab-
bildung 8 gezeigten) Graphen an25.

• f0 ist die Sinusfunktion, deren Graph bereits in Abbildung 7 dargestellt wurde. Wie wir
bereits wissen, ist sie periodisch mit Periode 2π. Im Hinblick auf die allgemeine Form
(7.3) können wir ihr die Amplitude A = 1, die Kreisfrequenz ω = 1 (daher die Frequenz
f = 1

2π
und die Periodendauer T = 2π) und die Anfangsphase δ = 0 zuschreiben. Aus

ihren Eigenschaften ergeben sich jene der Funktionen f1 bis f5.

• Die Werte der Funktion f1 sind an jeder Stelle t doppelt so groß wie jene der Sinusfunk-
tion f0. Der Graph von f1 geht aus jenem von f0 hervor, indem dieser in die Richtung
der zweiten Achse um den Faktor 2 gestreckt wird. f1 ist periodisch mit Periode 2π.
Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben wir f1 die Amplitude A = 2, die
Kreisfrequenz ω = 1 (daher die Frequenz f = 1

2π
und die Periodendauer T = 2π) und

die Anfangsphase δ = 0 zu.

• Der Wert der Funktion f2 an einer Stelle t ist gleich dem Wert der Sinusfunktion f0 an
der Stelle 3 t, die also dreimal so weit vom Nullpunkt entfernt liegt wie t. Daher geht der
Graph von f2 aus jenem von f0 hervor, indem dieser in die Richtung der ersten Achse
um den Faktor 1

3
gestaucht wird. f2 ist periodisch mit Periode 2π

3
. Im Hinblick auf die

allgemeine Form (7.3) schreiben wir f2 die Amplitude A = 1, die Kreisfrequenz ω = 3
(daher die Frequenz f = 3

2π
und die Periodendauer T = 2π

3
) und die Anfangsphase

δ = 0 zu.

• Die Funktion f3 wird aus der Sinusfunktion f0 durch eine Verdopplung der Amplitude
und eine Verdreifachung der Kreisfrequenz erhalten. f3 ist periodisch mit Periode 2π

3
.

24 Physikalisch wird die Zeit natürlich in einer Zeiteinheit gemessen, z.B. in Sekunden. Daraus ergibt sich
die Einheit der Kreisfrequenz als Sekunde−1 (s−1). Das ist die gleiche Einheit, in der wir die Frequenz messen,
und es ist auch die gleiche Einheit, die wir bereits früher für die Winkelgeschwindigkeit identifiziert haben,
siehe die Fußnoten 13 und 22. Wenn wir vereinbaren, dass t die

”
Zahl der Sekunden“ darstellt, wird t zu einer

dimensionslosen Variable. Die Zeit, die einem konkreten Wert von t entspricht, ist dann genau genommen
nicht t, sondern

”
t Sekunden“. Als Folge werden dann die Größen ω und f ebenfalls dimensionslos: Die

Winkelgeschwindigkeit ist
”
ω s−1“, die Frequenz ist

”
f Hz“.

25 Im Skriptum Quadratische Funktionen und ihre Graphen wurde anhand der quadratischen Funktionen
vorgeführt, wie die Graphen von Funktionen gewonnen werden, die aus einer bekannten Funktion durch der-
artige Transformationen hervorgehen. Wenn Sie sich nicht mehr daran erinnern, lesen Sie die entsprechenden
Stellen noch einmal durch!
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Abbildung 8: Die Graphen der in (7.4) – (7.9) definierten Funktionen.

Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben wir f3 die Amplitude A = 2, die
Kreisfrequenz ω = 3 (daher die Frequenz f = 3

2π
und die Periodendauer T = 2π

3
) und

die Anfangsphase δ = 0 zu.

• Der Wert der Funktion f4 an einer Stelle t ist gleich dem Wert der Sinusfunktion f0 an
der Stelle t − π

8
, der also um π

8
weiter links liegt als t. Daher geht der Graph von f4

aus jenem von f0 hervor, indem dieser um π
8

in Richtung der ersten Achse (d.h. nach
rechts) verschoben wird. f1 ist periodisch mit Periode 2π. Im Hinblick auf die allgemeine
Form (7.3) schreiben wir f4 die Amplitude A = 1, die Kreisfrequenz ω = 1 (daher die
Frequenz f = 1

2π
und die Periodendauer T = 2 π) und die Anfangsphase δ = −π

8

zu. Wir sagen, das f0 und f4 zueinander phasenverschoben sind. Ein Check ergibt sich,
indem wir die kleinste positive Nullstelle von f4 am Graphen ablesen: Sie liegt bei t = π

8
.

Die Rechnung bestätigt: f4
(
π
8

)
= sin

(
π
8
− π

8

)
= sin 0 = 0.

• Die Funktion f5 wird aus der Sinusfunktion f0 durch eine Verdopplung der Amplitude,
eine Verdreifachung der Kreisfrequenz und eine Phasenverschiebung um −π

8
erhalten.

f5 ist periodisch mit Periode 2π
3

. Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben
wir f5 die Amplitude A = 2, die Kreisfrequenz ω = 3 (daher die Frequenz f = 3

2π
und

die Periodendauer T = 2π
3

) und die Anfangsphase δ = −π
8

zu. Die Funktionen f5 und
f3 besitzen die gleiche Amplitude und die gleiche Kreisfrequenz. Sie unterscheiden sich
nur durch den Wert der Anfangsphase δ, sind daher zueinander phasenverschoben. Ihre
Phasenverschiebung beträgt π

8
. Dementsprechend sind sie auch zeitverschoben. Wenn

wir f5 und f3 als von einem Empfänger gemessene Signale interpretieren, kommt das
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durch f3 beschriebene Signal ein bisschen früher an als das durch f5 beschriebene. Um
den Wert der Zeitverschiebung zu ermitteln, formen wir 3 t− π

8
zu 3

(
t− π

24

)
um. Daraus

ergibt sich, dass der Graph von f5 aus jenem von f3 durch eine Verschiebung um π
24

in
Richtung der ersten Achse (d.h. nach rechts oder

”
später“) hervorgeht.

Die Klasse der Funktionen vom Typ (7.3) wird auch als
”
allgemeine Sinusfunktion“ bezeich-

net. Analog dazu können wir zur Beschreibung von Schwingungen auch die Cosinusfunktion
benutzen und

s(t) = A cos(ω t+ δ′) (7.10)

schreiben. Aus (6.1) folgt, dass (7.10) die gleiche Schwingung wie (7.3) beschreibt, wenn
δ′ = δ− π

2
gesetzt wird. Eine dritte, zu (7.10) und (7.3) gleichwertige Form der Beschreibung

von Schwingungen besteht darin, s(t) als Linearkombination einer Sinus- und einer Cosinus-
funktion, beide ohne δ’s, anzusetzen:

s(t) = B sin(ω t) + C cos(ω t). (7.11)

Die Amplitude der Schwingung ist in dieser Darstellungsform durch
√
B2 + C2 gegeben. (7.11)

beschreibt die gleiche Schwingung wie (7.3), wenn A =
√
B2 + C2 gesetzt und δ geeignet

gewählt wird.

8 Sinus und Tangens für kleine Winkel

Für Winkel α, die im Bogenmaß angegeben sind und deren Betrag sehr viel kleiner als 1 ist,
gilt

sinα ≈ tanα ≈ α. (8.1)

Das ist eine in vielen Situationen nützliche Näherung, die aus der in Abbildung 9 wiederge-
gebenen Skizze hervorgeht. Ist |α| < 0.1 (was im Gradmaß |α| < 6◦ entspricht), so ist der
relative Fehler kleiner als ein halbes Prozent.

Abbildung 9: Ein im Bogenmaß angegebener Winkel α ist gleich der Länge des Bogens am
Einheitskreis (rot). Je kleiner der Betrag von α, umso ähnlicher sind sinα, tanα und α.

Dass für kleine Winkel sinα ≈ tanα gilt, drückt sich in Abbildung 7 dadurch aus, dass die
Graphen der Sinus- und der Tangensfunktion bei α = 0 zueinander tangential sind.
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9 Sekans und Cosekans

Zwei Winkelfunktionen, die vor allem im englischsprachigen Raum benutzt werden und die
Ihnen vielleicht einmal bei der Ausgabe eines Computeralgebrasystems oder in der Literatur
begegnen, sind:

Der Sekans (Betonung auf dem
”
e“) eines Winkels α ist definiert durch

secα =
1

cosα
, (9.1)

der Cosekans (Betonung auf dem
”
o“) eines Winkels α ist definiert durch

cscα =
1

sinα
. (9.2)

10 Additionstheoreme

Zum Abschluss erwähnen wir noch, dass es zahlreiche Identitäten gibt, in denen Winkelfunk-
tionen von Summen und Summen von Winkelfunktionen vorkommen. Die wichtigsten dieser
Additionstheoreme (oder Summensätze) lauten:

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β (10.1)

cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β (10.2)

tan(α + β) =
tan(α) + tan(β)

1− tan(α) tan(β)
(10.3)

sinα + sin β = 2 sin

(
α + β

2

)
cos

(
α− β

2

)
(10.4)

cosα + cos β = 2 cos

(
α + β

2

)
cos

(
α− β

2

)
. (10.5)

Sie gelten für beliebige Winkel α und β (ausgenommen in (10.3) jene Werte, für die eine der
auftretenden Tangensfunktionen nicht definiert ist).

Beispiel für eine praktische Anwendung: Aus (10.1) folgt mit α = ω t und β = δ,
dass eine in der Form (7.3) beschriebene harmonische Schwingung auch in der
Form (7.11) angeschrieben werden kann. Es folgen dann mit B = A cos δ und
C = A sin δ die Umrechnungsformeln zwischen den Konstanten (A, δ) und den
Konstanten (B,C).

Mit β = α erhalten wir aus (10.1) und (10.2) die Identitäten

sin(2α) = 2 sinα cosα (10.6)

cos(2α) = cos2 α− sin2 α, (10.7)

die oft verwendet werden, um Ausdrücke, die Winkelfunktionen enthalten, zu vereinfachen.



Winkelfunktionen und ihre Graphen 25

11 Übungsaufgaben

Hier einige Übungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten bewältigen
können sollten:

• Berechnen Sie (näherungsweise, auf 4 signifikante Stellen genau) die durch Symbole in
rot bezeichneten Seiten und Winkel in Abbildung 10! Geben Sie die gesuchten Winkel
auch im Bogenmaß an!

Abbildung 10

Lösungen:

ω≈39.01◦≈0.6809,τ≈50.99◦≈0.8899.
(d)v≈8.641,u≈10.17,θ≈66.10◦≈1.154,ϕ≈23.90◦≈0.4170

(c)r≈10.95,σ≈32.58◦≈0.5686,ρ≈57.42◦≈1.002.
(b)δ=54◦≈0.9425,q≈12.76,p≈10.32.
(a)β=28◦≈0.4887,a≈13.24,b≈7.042.
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• Beweisen Sie (2.19) und (2.20)! Tipp: Sie müssen dazu nur ein gleichseitiges Dreieck
betrachten und den Satz von Pythagoras benutzen!
Weiterer Tipp:

undwendenSie(2.3)und(2.5)an!
BerechnenSienundieHöhemitHilfedesSatzesvonPythagoras

inzweirechtwinkeligeDreiecke.WelcheWinkeltreteninihnenauf?
ZeichnenSieeineHöhenlinieein!SiezerlegtdasgleichseitigeDreieck

• Eine Straße hat eine Steigung von 12%. Welchen Winkel bildet sie mit der Horizontalen?
Lösung:

α=atan(0.12)≈0.1194≈6.84◦.

• Geben Sie (ohne elektronisches Hilfsmittel, auch ohne Blick in dieses Skiptum) die Vor-
zeichen von sin(220◦), sin(2.58), cos(100◦), cos(1.1), tan(130◦) und tan(3.6) an!
Lösung:

DieVorzeichenwechselneinanderab,beginnendmiteinemMinus.

• Drücken Sie sin(α + 180◦) durch sinα aus!
Lösung:

ErsetzenSiein(3.6)αdurch−αundbenutzenSie(3.8)!
sin(α+180◦)=−sinα.

• Argumentieren Sie mit Hilfe des Graphen der Cosinusfunktion und des Graphen der
Funktion x 7→ x, dass die Gleichung cosx = x genau eine Lösung besitzt!
Lösung:

SiebesitztmitdemGraphenderCosinusfunktiongenaueinenSchnittpunkt.
DerGraphderFunktionx7→xistdieGeradedurchdenUrsprungmitAnstieg1.

• Um ein Gefühl dafür zu bekommen, wie die in der
”
allgemeinen Sinusfunktion“ (7.3)

vorkommenden Konstanten (Parameter) A, ω und δ den Graphen beeinflussen, legen
Sie in GeoGebra für jede dieser Konstanten einen Schieberegler an, geben Sie den Funk-
tionsterm ein und variieren Sie die Werte der Konstanten! Benutzen Sie diese Methode,
um sich die Graphen der Funktionen

g1(t) = 4 sin t

g2(t) = 0.2 sin t

g3(t) = sin(0.1 t)

g4(t) = sin(10 t)

g5(t) = sin(t− 0.6)

g6(t) = 4 sin(0.5 t− 0.6)

anzusehen!
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• Benutzen Sie (10.7), um eine Formel aufzustellen, die cos(2α) durch sinα ausdrückt
und für beliebige Winkel gilt!
Lösung:

cos(2α)=1−2sin
2
α

• Benutzen Sie (10.6), um eine Formel aufzustellen, die sin(2α) durch sinα ausdrückt
und für alle Winkel zwischen −90◦ und 90◦ gilt!
Lösung:

sin(2α)=2sinα√1−sin
2
α

• Nehmen Sie einen Ausdruck von Abbildung 7 (oder zeichnen Sie die Graphen mit der
Hand nach) und ziehen Sie jene Teile der Graphen dick nach, die für die jeweilige Um-
kehrfunktion relevant sind! (Mit anderen Worten: Auf welche Definitionsmenge muss
beispielsweise die Sinusfunktion eingeschränkt werden, damit jede Gleichung der Form
sinα = c für ein c zwischen −1 und 1 den Winkel α = asin(c) als einzige Lösung
besitzt?) Diese Aufgabe ist wichtig, um zu verstehen, was ein Rechner ausgibt, wenn
eine Arcusfunktion ausgeführt wird!

Lösung:
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• Von zwei Musikinstrumenten, von denen eines ein bisschen verstimmt ist, gehen Töne
mit leicht unterschiedlichen Frequenzen aus. Die beiden akustischen Signale

”
überlagern“

einander. Mathematisch gesprochen werden sie addiert, was durch die Funktion

s(t) = sin(9 t) + sin(10 t)

modelliert wird. Zeichnen Sie den Graphen dieser Funktion (z.B. mit GeoGebra)! Wie
würden Sie beschreiben, was man hört?
Lösung:

einsogenanntesamplitudenmoduliertesSignal.
ManhörteinenTonderKreisfrequenz9.5,dessenLautstärkevariiert,

EshandeltsichumeineSchwebung.

• Winkel (aber auch andere Größen in Technik und Naturwissenschaft) werden oft mit
griechischen Buchstaben bezeichnet. Machen Sie sich mit dem griechischen Alphabet –
etwa mit Hilfe der Seite http://de.wikipedia.org/wiki/Griechisches Alphabet – vertraut!
Sie sollten Symbole wie µ, ν, ψ, φ (oder ϕ), θ (oder ϑ), ε, ξ, η, ζ, χ, Σ oder Π richtig
benennen und auch richtig schreiben können!

• Legen Sie eine Formelsammlung mit den Ihnen am wichtigsten erscheinenden Beziehun-
gen für Winkelfunktionen an! Sie wird Ihnen in Ihrem Studium gute Dienste leisten!

Weitere Möglichkeiten, Ihr Wissen über Winkelfunktionen und ihre Eigenschaften zu überprüfen
und zu festigen, bieten zahlreiche Ressourcen im Web, unter anderem der Kacheltest
http://www.mathe-online.at/kacheltests/mit winkelfunktionen rechnen/.

Dieses Skriptum wurde erstellt im April 2015 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

Abbildung 6 ist der Darstellung im Skriptum Mathematik 1 von Thomas Sturm (München,

2009) nachempfunden und wurde im April 2020 eingefügt.

http://de.wikipedia.org/wiki/Griechisches_Alphabet
http://www.mathe-online.at/kacheltests/mit_winkelfunktionen_rechnen/
http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
http://www.mathe-online.at/
http://www.technikum-wien.at/
http://www.mathe-online.at/skripten/
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Dieses Skriptum behandelt die Definitionen, Graphen und wichtigsten Eigenschaf-
ten der Exponential- und Logarithmusfunktionen.

1 Exponentialfunktionen

Eine reelle Exponentialfunktion ist eine reelle Funktion, deren Zuordnungsvorschrift vom
Typ

x 7→ c · ab x (1.1)

ist, wobei a, b und c vorgegebene Zahlen (Konstanten) sind und a > 0 ist. Der Name die-
ser Funktionen bezieht sich darauf, dass die unabhängige Variable (hier als x bezeichnet) im
Exponenten1 (der Hochzahl) steht2. Die größtmögliche Definitionsmenge einer reellen3 Expo-
nentialfunktion ist ganz R. Bei Bedarf kann die Definitionsmenge natürlich als echte Teilmenge
von R festgelegt werden.

Das klingt einfach, aber bei genauer Betrachtung stellt sich die Frage, ob wir überhaupt wissen,
was

”
eine reelle Zahl hoch eine reelle Zahl“ bedeuten soll. Im Skriptum Potenzen wurden ja

bereits Potenzen behandelt. Allerdings waren diese alle von der Form aq, wobei q eine rationale
Zahl (also entweder eine ganze Zahl oder der Quotient zweier ganzer Zahlen) ist. Für natürliche
Zahlen m,n mit n 6= 0 wurden Operationen wie am, a−m (gleich 1

am
), am/n (gleich n

√
am) und

a−m/n (gleich 1
n√am ) betrachtet. Lediglich in einer Fußnote wurde erwähnt, dass Potenzen für

beliebige reelle Hochzahlen definiert werden können:

1 Zur Erinnerung: ar (
”
a hoch r“) bezeichnen wir als Potenz, a als Basis und r als Exponent oder Hochzahl.

2 Sie sind von den Potenzfunktionen zu unterscheiden, bei denen die unabhängige Variable die Basis bildet.
So ist beispielsweise x 7→ x2 eine Potenzfunktion und x 7→ 2x eine Exponentialfunktion.

3 Wir werden in diesem Skriptum nur reelle Exponentialfunktionen betrachten, den Zusatz
”
reell“ daher

der Einfachheit halber von nun an nicht mehr dazusagen. Exponentialfunktionen können auch im Rahmen der
komplexen Zahlen betrachtet werden.
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Um etwa 5
√

2 zu definieren, kann die irrationale Zahl
√

2 durch rationale Zahlen
angenähert werden, beispielsweise, indem die Dezimaldarstellung von

√
2 benutzt

wird: 1.4 ist eine grobe Näherung, 1.41 ist schon besser, 1.414 ist noch besser, usw.
Werden dann die Zahlen 51.4, 51.41, 51.414 usw. (die ja alle rationale Exponenten
haben, so ist etwa 51.4 = 514/10 und 51.41 = 5141/100) berechnet, so kommen sie

einer bestimmten Zahl immer näher – diese wird dann als 5
√

2 definiert.

Die Berechnung konkreter Zahlenwerte von Potenzen mit reellen Hochzahlen (näherungsweise,
aber mit beliebiger Genauigkeit) lassen wir – wie wir es auch bei der Berechnung von Wur-
zeln oder Winkelfunktionen tun – unsere elektronischen Werkzeuge, also Taschenrechner oder
Computerprogramme, durchführen4. Auf diese Weise ermitteln wir beispielsweise

5
√

2 ≈ 9.73851774234. (1.2)

Ein wichtiger Sachverhalt besteht nun darin, dass die grundlegenden Rechenregeln für das
Bilden von Potenzen auch dann bestehen bleiben, wenn die Exponenten beliebige reelle Zahlen
sind. Insbesondere gilt für beliebige reelle Zahlen a > 0, r und s

ar as = ar+s und (ar)s = ar s , (1.3)

und auch die anderen im Skriptum Potenzen besprochenen Regeln wie

a−r =
1

ar
und (a1 a2)r = a1

r a2
r sowie

(
a1

a2

)r
=
a1
r

a2
r

(1.4)

(für a1, a2 > 0) gelten nach wie vor.

Um unsere Diskussion der Exponentialfunktionen zu beginnen, betrachten wir mit

g(x) = 2x (1.5)

eine einfache Funktion dieses Typs. Sehen wir uns zunächst einige ihrer Funktionswerte an:

g(−3) = 2−3 =
1

8
= 0.125 (1.6)

g(−2) = 2−2 =
1

4
= 0.25 (1.7)

g(−1) = 2−1 =
1

2
= 0.5 (1.8)

g(0) = 20 = 1 (1.9)

g(1) = 21 = 2 (1.10)

g(2) = 22 = 4 (1.11)

g(3) = 23 = 8 (1.12)

4 Die Methoden, die diese Hilfswerkzeuge benutzen, werden erst in der höheren Mathematik bereitgestellt,
vor allem von der Differentialrechnung.
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Sie steigen mit zunehmendem Argument5 an. Die Funktion g ist streng monoton wachsend6

und stellt daher eine spezielle Form von Wachstum dar. Wir haben im Skriptum Lineare
Funktionen und ihre Graphen bereits einen Wachstumstyp besprochen, aber dieser hier ist
anders: Nach jedem Schritt in (1.6) – (1.12), bei dem der x-Wert um 1 erhöht wurde, ist der
Funktionswert doppelt so groß wie der vorherige. Wir können uns leicht davon überzeugen,
dass das ganz allgemein gilt: g(x+ 1) = 2x+1 = 2x 21 = 2 g(x), also

g(x+ 1) = 2 g(x), (1.13)

was in Worten ausgedrückt besagt, dass eine Erhöhung des x-Werts um 1 zu einer Verdopp-
lung des Funktionswerts führt. Ein Verhalten dieser Art wird exponentielle Zunahme oder
exponentielles Wachstum genannt und führt rasch zu sehr großen Werten. So ist beispiels-
weise

g(1) = 21 = 2 (1.14)

g(10) = 210 = 1024 (1.15)

g(100) = 2100 = 1267650600228229401496703205376 ≈ 1.27 · 1030 (1.16)

g(1000) = 21000 = Zahl mit 302 Stellen! ≈ 1.07 · 10301 (1.17)

Vergleichen wir dieses Verhalten mit dem durch die Funktion

`(x) = 5 x (1.18)

dargestellten linearen Wachstum: Wird x um 1 erhöht, so wächst der Funktionswert um 5,
denn `(x+ 1) = 5 (x+ 1) = 5x+ 5 = `(x) + 5, also

`(x+ 1) = `(x) + 5. (1.19)

In diesem Fall ist das Wachstum für zunehmende x-Werte wesentlich langsamer:

`(1) = 5 · 1 = 5 (1.20)

`(10) = 5 · 10 = 50 (1.21)

`(100) = 5 · 100 = 500 (1.22)

`(1000) = 5 · 1000 = 5000 (1.23)

Zwar ist `(1) noch größer als g(1), aber mit wachsendem x überflügeln die Werte von g sehr
bald jene von ` und steigen schnell in astronomische Höhen. Der Grund dafür sind die durch
(1.13) und (1.19) ausgedrückten unterschiedlichen Wachstumsregeln: Wird x schrittweise
um 1 erhöht,

5 Zur Erinnerung: Als Argument einer Funktion bezeichnen wir ihre Variable bzw. einen konkreten Zah-
lenwert dieser Variable. In (1.5) ist das Argument mit x bezeichnet, in (1.6) – (1.12) nimmt es die Werte
−3, . . . , 3 an. Statt

”
Argument“ werden wir oft einfach

”
x-Wert“ sagen.

6 Eine Funktion f nennen wir streng monoton wachsend, wenn aus x2 > x1 folgt, dass f(x2) > f(x1).
Dementsprechend nennen wir f streng monoton fallend, wenn aus x2 > x1 folgt, dass f(x2) < f(x1). Beide
Begriffe können auf Teilbereiche der Definitionsmenge bezogen werden. Mehr dazu finden Sie im Skriptum
Der Funktionenzoo.
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• so wird im Fall der Funktion g (exponentielles Wachstum) bei jedem Schritt der vorige
Funktionswert mit dem Faktor 2 multipliziert,

• während im Fall der Funktion ` (lineares Wachstum) bei jedem Schritt zum vorigen
Funktionswert die Zahl 5 addiert wird. (Diese Zahl 5 ist natürlich gerade der Anstieg
des Graphen von ` .)

Machen wir x immer kleiner, so werden die Funktionswerte von g rasch (betragsmäßig) sehr
klein:

g(0) = 20 = 1 (1.24)

g(−1) = 2−1 =
1

2
= 0.5 (1.25)

g(−10) = 2−10 =
1

210
=

1

1024
≈ 0.000977 (1.26)

g(−100) = 2−100 =
1

2100
≈ 7.89 · 10−31 (1.27)

g(−1000) = 2−1000 =
1

21000
≈ 9.33 · 10−302 (1.28)

Sie bleiben aber stets positiv, da 2x > 0 für alle x ∈ R, was ebenfalls ein wichtiger Unterschied
zum linearen Wachstum ist.

Ein typisches (oft zur Illustration benutztes) Beispiel eines exponentiellen Wachs-
tums ist das (idealisierte) Wachstum einer Bakterienkultur. Verdoppelt sich etwa
die Zahl der Bakterien binnen eines Tages, so ist sie nach x Tagen um den Faktor
g(x), also 2x, angewachsen. Die großen Funktionswerte in (1.16) und (1.17) zei-
gen, dass exponentielle Wachstumsmodelle mitunter schon für nicht allzu große
Argumente an natürliche Grenzen stoßen, jenseits derer sie nicht mehr anwendbar
sind.

Aber nicht für jede Exponentialfunktion wachsen die Funktionswerte mit steigendem x. So ist
beispielsweise die durch

h(x) =

(
1

2

)x
(1.29)

definierte Funktion h ebenfalls eine Exponentialfunktion. Die zwei Zahlenwerte

h(1000) =

(
1

2

)1000

= 2−1000 ≈ 9.33 · 10−302 (1.30)

h(−1000) =

(
1

2

)−1000

= 21000 ≈ 1.07 · 10301 (1.31)

illustrieren, dass die Funktionswerte von h für wachsende x schnell sehr klein werden und für
abnehmende x schnell sehr groß. Da wir ganz allgemein(

1

2

)x
=

1

2x
= 2−x (1.32)
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schreiben können, hätten wir h auch genausogut in der Form

h(x) = 2−x (1.33)

definieren können. Zwischen h und der in (1.5) definierten Funktion g besteht daher der
Zusammenhang

h(x) = g(−x). (1.34)

Wird x um 1 erhöht, so wird der Funktionswert von h mit dem Faktor 1
2

multipliziert, also
halbiert:

h(x+ 1) = 2−(x+1) = 2−x−1 = 2−x 2−1 = 2−x · 1

2
=

1

2
h(x). (1.35)

Ein derartiges Verhalten nennen wir exponentielle Abnahme, exponentielles Abklingen
oder exponentiellen Zerfall.

Ein typisches (oft zur Illustration benutztes) Beispiel eines exponentiellen Abklin-
gens ist der radioaktive Zerfall. Sinkt etwa die Zahl der angeregten Atomkerne
in einer radioaktiven Probe binnen eines Tages auf die Hälfte, so ist sie nach x
Tagen um den Faktor h(x), also 2−x, was ja das Gleiche wie

(
1
2

)x
ist, kleiner

geworden. Auch das Modell des exponentiellen Abklingens stößt irgendwann an
eine Gültigkeitsgrenze. In unserem Beispiel ist spätestens dann, wenn kein zer-
fallsfähiger Atomkern mehr vorhanden ist, die Grenze des Modells erreicht.

Die bisher betrachteten Exponentialfunktionen (1.5) und (1.29) bzw. (1.33) sind beide von
der Form (1.1):

• Die in (1.5) definierte Funktion g ist von der Form (1.1), wenn c = 1, a = 2 und b = 1
gesetzt wird.

• Die in (1.29) definierte Funktion h ist von der Form (1.1), wenn c = 1, a = 1
2

und b = 1
gesetzt wird. Da die gleiche Funktion auch in der Form (1.33) angeschrieben werden
kann, erhalten wir sie auch, indem wir c = 1, a = 2 und b = −1 setzen.

Die zwei oben verwendeten Formen, h(x) anzuschreiben, nämlich wahlweise als
(

1
2

)x
oder

als 2−x, zeigen, dass die Konstanten a und b nicht eindeutig bestimmt sind: Eine gegebene
Exponentialfunktion kann auf unterschiedliche Weise angeschrieben werden. Das ist der zweiten
Regel in (1.3) zu verdanken. Mit ihrer Hilfe können wir, falls eine Funktion f der Form (1.1),
also

f(x) = c · ab x, (1.36)

gegeben ist, umformen
ab x =

(
ab
)x

(1.37)

und, indem wir die Abkürzung A = ab einführen, statt (1.36) einfach

f(x) = c · Ax (1.38)

schreiben7. Mit anderen Worten: Der Term einer Exponentialfunktion lässt sich immer auf eine
Form bringen, in der b = 1 ist. Obwohl man also den Faktor b im Exponenten von (1.36) genau

7 Das ist genau der Weg, der von (1.33) zu (1.29) führt: 2−x =
(
2−1
)x

=
(
1
2

)x
.
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genommen nicht brauchen würde, ist es für viele Anwendungen bequem, ihn beizubehalten (wie
das Beispiel unserer Funktion h zeigt: Mit 2−x lässt sich leichter rechnen als mit

(
1
2

)x
).

Der Vorfaktor c in (1.36) hingegen besitzt eine klare und einfache Bedeutung: Setzen wir
x = 0, so reduziert sich c · ab x auf c · a0 = c. Daher gilt

f(0) = c. (1.39)

Die Konstante c ist der Funktionswert der Exponentialfunktion (1.36) an der Stelle 0. Lassen
wir Werte c 6= 1 zu, so können wir das Bakterienwachstum und den radioaktiven Zerfall
vollständiger modellieren:

• Verdoppelt sich die Zahl der Bakterien in einer Kultur binnen eines Tages und beträgt
sie zu Beginn 1000, so ist sie x Tage später durch

N(x) = 1000 · 2x (1.40)

gegeben. Das ist eine Exponentialfunktion mit c = 1000, a = 2 und b = 1. Wir müssen
x nicht auf ganzzahlige Werte beschränken: Wollen wir die Zahl der Bakterien nach 36
Stunden, also nach eineinhalb Tagen, ermitteln, so setzen wir x = 1.5 und berechnen
N(1.5) = 1000 · 21.5 ≈ 2828.4, wobei es uns natürlich nicht stören darf, dass das
Ergebnis keine ganze Zahl ist. (Eine Bakterie auf oder ab liegt sicher unterhalb der
Genauigkeitsgrenze eines solchen Modells.)

• Machen wir es uns nun ein bisschen schwieriger: Man gebe den zeitlichen Verlauf für
den Fall an, dass sich eine Bakterienkultur, deren Zahl zu Beginn 3000 beträgt, während
8 Stunden um 70% vergrößert. Das bedeutet: Innerhalb von 8 Stunden muss die Zahl
der Bakterien um den Faktor 1.7 anwachsen. Die Lösung lautet: x Stunden nach dem
Beginn ist die Zahl der Bakterien durch

N(x) = 3000 · 1.7x/8 (1.41)

gegeben8. Ein Check ergibt N(8) = 3000 · 1.78/8 = 3000 · 1.7, also das 1.7-fache des
Anfangswerts N(0) = 3000, wie verlangt. Bitte merken Sie sich diese Vorgangsweise!

• Halbiert sich die Zahl der angeregten Atomkerne in einer radioaktiven Probe binnen eines
Tages und beträgt sie zu Beginn 5 · 1012, so ist sie nach x Tagen durch

N(x) = 5 · 1012 · 2−x (1.42)

gegeben. Das ist eine Exponentialfunktion mit c = 5 · 1012, a = 2 und b = −1. Auch
hier müssen wir x nicht auf ganzzahlige Werte beschränken: Wollen wir die Zahl der
angeregten Atomkerne nach zwölfeinhalb Tagen ermitteln, so setzen wir x = 12.5 und
berechnen N(12.5) = 5 · 1012 · 2−12.5 ≈ 8.63 · 108.

Nach diesen Beispielen können wir die Monotonieeigenschaften der Exponentialfunktionen
(1.36) ganz allgemein formulieren. Zunächst der Fall, wenn b = 1 ist:

8 Beachten Sie, dass das Symbol x in (1.40) und in (1.41) nicht dasselbe bedeutet! Im ersten Fall ist x die
Zahl der Tage, im zweiten Fall die Zahl der Stunden. Um die strukturelle Ähnlichkeit der beiden Ausdrücke zu
unterstreichen, wird dasselbe Symbol für die Variable verwendet.
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• Ist a > 1, so ist die Funktion x 7→ ax streng monoton wachsend in ganz R.
Beispiel: x 7→ 2x.

• Ist a = 1, so ist die Funktion x 7→ ax konstant (denn dann gilt ja x 7→ 1 für alle x).

• Ist 0 < a < 1, so ist die Funktion x 7→ ax streng monoton fallend in ganz R.
Beispiel: x 7→

(
1
2

)x ≡ 2−x. (Das Zeichen ≡ bedeutet
”
identisch“ und wird auch für

”
offensichtlicherweise gleich, nur unterschiedlich angeschrieben“ verwendet.)

Ist b 6= 1, so hängt das Monotonieverhalten auch vom Vorzeichen dieser Konstante ab:

• Ist a > 1, so ist die Funktion x 7→ ab x

– im Fall b > 0 streng monoton wachsend in ganz R. Beispiel: x 7→ 23x,
– im Fall b = 0 konstant (denn dann gilt ja x 7→ 1 für alle x) und
– im Fall b < 0 streng monoton fallend in ganz R. Beispiel: x 7→ 2−3x.

• Ist 0 < a < 1, so ist die Funktion x 7→ ab x

– im Fall b > 0 streng monoton fallend in ganz R. Beispiel: x 7→
(

1
2

)3x ≡ 2−3x,
– im Fall b = 0 konstant (denn dann gilt ja x 7→ 1 für alle x) und

– im Fall b < 0 streng monoton wachsend in ganz R. Beispiel: x 7→
(

1
2

)−3x ≡ 23x.

Auch das Gesetz des exponentiellen Zunehmens oder Abklingens lässt sich ganz allgemein für
eine Funktion der Form (1.36) formulieren: Wird x um 1 erhöht, so wird f(x + 1) aus f(x)
so gewonnen:

f(x+ 1) = c · ab (x+1) = c · ab x+b = c · ab x ab = ab f(x), (1.43)

also durch Multiplikation mit dem (von x unabhängigen) Faktor ab, der zwar immer positiv ist,
aber kleiner, gleich oder größer als 1 sein kann. Oder etwas allgemeiner: Wird x um ∆x > 0
erhöht, so finden wir f(x+ ∆x) aus f(x) so:

f(x+ ∆x) = c · ab (x+∆x) = c · ab x+b∆x = c · ab x ab∆x = ab∆x f(x), (1.44)

also durch Multiplikation mit dem (von x unabhängigen) Faktor ab∆x, der zwar immer positiv
ist, aber kleiner, gleich oder größer als 1 sein kann. Nun stellen wir uns vor, dass x die Zeit
darstellt, und definieren zwei wichtige Begriffe:

• Beschreibt die in (1.36) definierte Funktion f ein exponentielles Wachstum (es ist dann
immer ab∆x > 1) und ist ∆x so gewählt, dass ab∆x = 2 ist, so wird f(x + ∆x) aus
f(x) durch Verdopplung gewonnen. Wir nennen dann ∆x die Verdopplungszeit.

• Beschreibt die in (1.36) definierte Funktion f ein exponentielles Abklingen (es ist dann
immer ab∆x < 1) und ist ∆x so gewählt, dass ab∆x = 1

2
ist, so wird f(x + ∆x) aus

f(x) durch Halbierung gewonnen. Wir nennen dann ∆x die Halbwertszeit.

Beim Umgang mit Exponentialfunktionen bekommt man es schnell mit mathematischen Fra-
gestellungen zu tun, die eine weitere Theorieentwicklung erfordern. Betrachten wir dazu eine
typische
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Wachstumsaufgabe: Eine Bakterienkultur nimmt zu Beginn auf einer Petrischale
eine Fläche von 3 mm2 ein. Die Fläche wächst pro Stunde um den Faktor 1.2.

(a) Wie groß ist die Fläche allgemein nach t Stunden?
(b) Wie groß ist die Verdopplungszeit?

Den Teil (a) der Aufgabe können wir mit dem bisher Gesagten leicht lösen (wobei
wir die Variable jetzt nicht mit x bezeichnen, sondern mit t, da dieses Symbol in
der Angabe verwendet wurde): Ist die von der Kultur eingenommene Fläche nach
t Stunden gleich F (t) mm2, so gilt

F (t) = 3 · 1.2 t. (1.45)

F ist eine Exponentialfunktion vom Typ (1.36) mit c = 3, a = 1.2 und b = 1.
Machen wir einen Check:

Anfangswert: F (0) = 3 · 1.20 = 3.
Wachstumsregel: F (t+ 1) = 3 · 1.2 t+1 = 3 · 1.2 t · 1.2 = 1.2F (t).

Der Teil (b) der Aufgabe allerdings stellt uns vor ein neues Problem: Ist ∆t die
gesuchte Verdopplungszeit, so muss gelten F (t+ ∆t) = 2F (t), also

3 · 1.2 t+∆t = 6 · 1.2 t (1.46)

oder, nach Division beider Seiten durch 3,

1.2 t+∆t = 2 · 1.2 t . (1.47)

Schreiben wir die linke Seite in der Form 1.2 t · 1.2 ∆t, so können wir beide Seiten
durch 1.2 t dividieren und erhalten mit

1.2 ∆t = 2 (1.48)

eine Gleichung für ∆t. Die linke Seite 1.2 ∆t ist gerade der in (1.44) auftretende,
dort ab∆x genannte Faktor. (Setzen Sie für ihn a = 1.2 und b = 1 ein, und
schreiben Sie ∆t anstelle von ∆x!) Gleichung (1.48) stellt uns also vor die Frage,
wie die Zahl 2 als Potenz von 1.2 geschrieben werden kann:

1.2wieviel = 2. (1.49)

Um (1.48) nach ∆t lösen zu können, d.h. um die Frage (1.49) nach dem
”
wieviel“ beantworten

zu können, ist – wie angekündigt – eine weitergehende Theorieentwicklung nötig.
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2 Logarithmusfunktionen

Gleichung (1.48) ist vom Typ
ax = y, (2.1)

wobei a > 0 und y > 0 gegebene reelle Zahlen sind und a 6= 1 ist. Die Variable x steht im
Exponenten, und daher nennen wir eine derartige Gleichung Exponentialgleichung. Da jede
Funktion vom Typ x 7→ ax mit a > 0 und a 6= 1 streng monoton ist, kann es höchstens eine
Lösung geben. (Ist x eine Lösung und gehen wir zu einem größeren oder kleineren x-Wert
über, so ändert sich die linke Seite und kann nicht mehr gleich der gegebenen Zahl y sein.)
Man kann nun zeigen, dass es (für y > 0, was ja vorausgesetzt wurde) immer eine Lösung x
gibt.

Wir verzichten auf einen genauen Beweis und argumentieren intuitiv: Ist a > 1, so
wird die linke Seite von (2.1) für wachsende x-Werte immer größer (und übersteigt
schließlich jede noch so große vorgegebene Zahl) und für fallende x-Werte immer
kleiner (und fällt schließlich unter jede vorgegebene positive, noch so kleine Zahl).
Für a < 1 ist es genau umgekehrt.

”
Zwischen“ den großen und kleinen Werten

gibt es immer ein x, das passt, für das also ax gleich der gegebenen positiven Zahl
y ist. Ein formaler Beweis benutzt die Tatsache, dass Exponentialfunktionen stetig
sind, d.h. dass kleine Änderungen von x zu kleinen Änderungen von ax führen.

Wir gehen also davon aus, dass Gleichung (2.1) genau eine Lösung x besitzt, und diese würden
wir gern finden. Allerdings kann sie im allgemeinen Fall nicht durch die bereits behandelten
und als bekannt vorausgesetzten Rechenoperationen (Grundrechnungsarten und das Bilden
von Potenzen) ausgedrückt werden! Wieder ist etwas Neues gefragt. Und wieder (so wie beim
Wurzelziehen oder beim Berechnen von Potenzen mit nicht-rationalen Exponenten) überlassen
wir die Arbeit, konkrete numerische Werte auszugeben, unseren Taschenrechnern oder Com-
puterprogrammen. Aber wir benötigen einen Namen und eine mathematische Bezeichnung für
das, was diese elektronischen Tools tun. Wir schreiben die (eindeutige) Lösung der Gleichung
(2.1) in der Form

x = loga(y) (2.2)

an und nennen sie den Logarithmus von y zur Basis a.
”
Den Logarithmus zu berechnen“

(
”
logarithmieren“) bedeutet also,

”
den Exponenten zu berechnen“, und zwar in dem durch

eine Gleichung vom Typ (2.1) angegebenen Zusammenhang, nämlich y als Potenz von a zu
schreiben. loga(y) ist die Antwort auf die Frage

awieviel = y. (2.3)

Wird die Basis a festgehalten und jedem y > 0 die Lösung von (2.1) zugeordnet, so erhalten
wir die Logarithmusfunktion zur Basis a:9

y 7→ loga(y). (2.4)

Jede dieser Funktionen loga besitzt R+, also die Menge aller positiven reellen Zahlen, als
Definitionsmenge.

9 Wenn Sie wollen, können Sie statt (2.4) natürlich auch x 7→ loga(x) schreiben. Wir haben y als Varia-
blennamen gewählt, um den Zusammenhang zur Gleichung (2.1) nicht unkenntlich zu machen.
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In manchen konkreten Fällen können wir Logarithmen auch ohne elektronische Hilfe ermitteln,
und Berechnungen dieser Art dienen unter anderem dazu, uns mit Logarithmen und ihren
Rechengesetzen vertraut zu machen.

• So gehen wir beispielsweise davon aus, dass

32 = 9 (2.5)

gilt und schließen daraus
log3(9) = 2. (2.6)

• Ausgehend von
1251/3 = 5 (2.7)

(was wiederum aus 53 = 125 folgt) schließen wir

log125(5) =
1

3
. (2.8)

• In analoger Weise schließen wir aus 4−2 = 1
16

, dass

log4

(
1

16

)
= −2 (2.9)

gilt. Wie dieses Beispiel zeigt, können Logarithmen negativ sein. Das ist nicht zu ver-
wechseln damit, dass Logarithmen nur für positive Argumente definiert sind, d.h. dass
der Logarithmus einer negativen Zahl nicht gebildet werden kann!

• Da stets a0 = 1 und a1 = a gilt, schließen wir, dass

loga(1) = 0 (2.10)

und
loga(a) = 1 (2.11)

für jede Basis a.

Die Definition des Logarithmus kann kurz in der Form

ax = y ⇔ x = loga(y) (2.12)

ausgedrückt werden. Bitte prägen Sie sich diesen allgemeinen Zusammenhang ein!

Fortsetzung der Wachstumsaufgabe: Nun sind wir in der Lage, auch den Teil
(b) der Wachstumsaufgabe des vorigen Abschnitts, der uns zur Gleichung (1.48)
bzw. (1.49) geführt hat, zumindest formal zu lösen: Die gesuchte Größe ∆t ist
durch

∆t = log1.2(2) (2.13)

gegeben. Die Verdopplungszeit, also die Zeit, in der sich die von der Bakterien-
kultur eingenommene Fläche verdoppelt, ist log1.2(2) Stunden. Aber wir wüssten
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natürlich gern, welchen numerischen Wert log1.2(2) – zumindest näherungsweise –
hat. Manche Mathematikprogramme können log1.2(2) direkt berechnen, aber ein
typischer wissenschaftlicher Taschenrechner besitzt keine Taste für den Logarith-
mus zur Basis 1.2 ! Um die Aufgabe zu Ende zu führen, müssen wir uns noch ein
wenig gedulden!

Da die Logarithmusfunktionen letztlich durch
”
Umkehrung“ von den Exponentialfunktionen

abstammen10, erben sie in gewisser Weise auch deren Rechengesetze, aber jetzt durch die
Exponenten ausgedrückt: Nehmen wir an, dass ar = y und as = z, also r = loga(y) und s =
loga(z) ist. Mit der ersten Regel in (1.3) folgt y z = ar as = ar+s und daher loga(y z) = r+s.
Insgesamt gilt also

loga(y z) = loga(y) + loga(z) (2.14)

für beliebige y, z > 0 und beliebige Basen a > 0, a 6= 1. In Worten knapp formuliert: Der
Logarithmus eines Produkts ist die Summe der Logarithmen. Das ist das zentrale Rechenge-
setz des Logarithmus. Es stellt in gewisser Weise die Umkehrung der ersten Regel in (1.3)
dar und gilt auch für mehr Faktoren: Wird etwa in (2.14) z durch ein Produkt u v ersetzt und
dieselbe Regel auch auf loga(u v) angewandt, so erhalten wir

loga(y u v) = loga(y) + loga(u) + loga(v). (2.15)

Aus (2.14) folgt eine nützliche Regel zur Berechnung des Logarithmus einer Potenz mit
natürlicher Hochzahl11:

loga(y
2) = loga(y) + loga(y) = 2 loga(y) (2.16)

loga(y
3) = loga(y

2) + loga(y) = 2 loga(y) + loga(y) = 3 loga(y) (2.17)

. . . . . . (2.18)

loga(y
n) = n loga(y) für n ∈ N (2.19)

Sie lässt sich auf beliebige reelle Hochzahlen verallgemeinern, indem wir die zweite Regel in
(1.3) auf ar = y anwenden und r = loga(y) verwenden: Mit ys = (ar)s = ar s ergibt sich
loga(y

s) = r s und daher
loga(y

s) = s loga(y) (2.20)

für beliebige reelle Zahlen s. Der Logarithmus einer Potenz ys ist also gleich dem Produkt der
Hochzahl s mit dem Logarithmus von y. Mit s = −1 ergibt sich als Spezialfall daraus

loga

(
1

y

)
= − loga(y), (2.21)

10 Mathematisch sauberer ausgedrückt: Die Logarithmusfunktion y 7→ loga(y) ist die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion x 7→ ax. Plastischer ausgedrückt: Wird für ein gegebenes a > 0, a 6= 1 zwischen x und
y der Zusammenhang ax = y verlangt, so ist die Logarithmusfunktion zur Basis a die Zuordnung y 7→ x,
während die Exponentialfunktion zur Basis a die Zuordnung x 7→ y ist. Die Größe x kann dabei beliebige reelle
Werte annehmen, während y nur positive Werte annimmt.

11 Diese Regel gilt auch für eine Potenz mit Hochzahl 0: loga(y
0) = 0 · loga(y) = 0. Da y0 = 1 ist, ist das

nichts anderes als die Aussage (2.10).
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und in Kombination mit (2.14) erhalten wir die Rechenregel

loga

(
z

y

)
= loga(z)− loga(y) (2.22)

für die Berechnung des Logarithmus eines Quotienten. Weiters schließen wir aus (2.20) unter
Verwendung von (2.11), dass

loga(a
s) = s (2.23)

für alle a > 0, a 6= 1 und für alle reellen Zahlen s, was auch direkt mit (2.12) begründet
werden kann. (2.23) drückt aus, dass

”
Logarithmieren und Exponenzieren einander aufheben“.

Diese
”
Aufhebung“ wird in umgekehrter Richtung durch

aloga(y) = y (2.24)

ausgedrückt, was für alle a, y > 0, a 6= 1 gilt. Das Schema (2.12), die Rechengesetze (2.14) –
(2.22) und die Identitäten (2.23) und (2.24) gelten für beliebige Basen a > 0 mit a 6= 1. Sie
sind das Um und Auf für das Rechnen mit Logarithmen – Sie sollten sie gut kennen und ohne
Nachschlagen anwenden können!

Anmerkung: Durch das Gesetz (2.14) wird das Multiplizieren zweier reeller Zahlen
(y und z) auf eine Addition (ihrer Logarithmen) zurückgeführt. Dieser Sachverhalt
wurde – bevor Taschenrechner und Computerprogramme allgemein zur Verfügung
standen – in Form des Rechenschiebers und umfangreicher Tabellenwerke, der
Logarithmentafeln, zur Erleichterung des praktischen Rechnens ausgenutzt. Um
zwei Zahlen mit Hilfe einer Logarithmentafel zu multiplizieren, wurden ihre Lo-
garithmen (meist zur Basis 10) nachgeschlagen, addiert, und danach wurde das
Ergebnis

”
entlogarithmiert“, d.h. es wurde in der Tabelle jene Zahl gesucht, deren

Logarithmus es ist.

Manchmal ist es nötig, unter Verwendung dieser Regeln Terme, die Logarithmen enthal-
ten, umzuformen. Hier zwei Beispiele (wobei angenommen wird, dass alle vorkommenden
Variablen positiv sind):

• Man drücke log3

(
9u4

√
v3

w5

)
durch möglichst einfache Logarithmen aus:

log3

(
9u4

√
v3

w5

)
= log3

(
9u4 v

3/2

w5/2

)
=

= log3(9) + log3(u4) + log3(v3/2)− log3(w5/2) = (2.25)

= 2 + 4 log3(u) +
3

2
log3(v)− 5

2
log3(w)

• Man drücke 3 log7(2 r2)−2 log7(4 r s) als einzelnen Logarithmus (ohne Vorfaktor) aus:

3 log7(2 r2)− 2 log7(4 r s) = log7

(
(2 r2)3

)
− log7

(
(4 r s)2

)
=

= log7

(
(2 r2)3

(4 r s)2

)
= log7

(
8 r6

16 r2 s2

)
= (2.26)

= log7

(
r4

2 s2

)
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Ebenso wie die Exponentialfunktionen sind die Logarithmusfunktionen streng monoton, und
zwar ist loga

• für a > 1 streng monoton wachsend und

• für 0 < a < 1 streng monoton fallend.

Da es nicht nur eine Logarithmusfunktion gibt, sondern unendlich viele (für jede Basis eine),
stellt sich die Frage, wie sie miteinander zusammenhängen. Nun erinnern wir uns daran,
dass die Konstanten a und b der allgemeinen Exponentialfunktion (1.1) bzw. (1.36) nicht
eindeutig bestimmt sind. Um ein weiteres Beispiel anzuführen: Die Funktionen x 7→ 9 4x

(also (1.1) mit a = 9 und b = 4) und x 7→ 38x (also (1.1) mit a = 3 und b = 8) sind
identisch, denn es gilt ja 9 4x = (32)

4x
= 32 · 4x = 38x. Dieser Mehrdeutigkeit entspricht

die Tatsache, dass die Logarithmusfunktionen zu unterschiedlichen Basen eng miteinander
verwandt sind und leicht ineinander umgerechnet werden können. Um uns näher anzusehen,
wie das funktioniert, gehen wir von zwei beliebigen positiven Zahlen a und A aus, die wir als
Basen für Logarithmusfunktionen benutzen wollen. Dann können wir immer a als Potenz von
A schreiben, denn mit B = logA(a) folgt a = AB. Nun nehmen wir eine weitere (beliebige)
positive Zahl y und schreiben sie als Potenz von a, also y = ax. Dann ist x = loga(y).
Andererseits ist y = ax =

(
AB
)x

= AB x, woraus B x = logA(y), also x = 1
B

logA(y) folgt.
Mit B = logA(a) gelangen wir zur Identität

loga(y) =
logA(y)

logA(a)
, (2.27)

die für beliebige a,A, y > 0, a 6= 1, A 6= 1 gilt. Das bedeutet, dass die Funktionen

y 7→ loga(y) und y 7→ logA(y)

logA(a)
(2.28)

identisch sind: Die Logarithmusfunktionen loga und logA sind Vielfache voneinander, der Um-
rechnungsfaktor ist einfach logA(a). Das erlaubt es uns beispielsweise, jeden Logarithmus zu
einer beliebigen Basis in einen Logarithmus zur Basis 10 umzuwandeln:

loga(y) =
log10(y)

log10(a)
. (2.29)

Dieser Sachverhalt führt dazu, dass Ergebnisse von Rechenaufgaben mit Logarithmen ganz
unterschiedlich aussehen können und dennoch das Gleiche bedeuten. Hier ein konkretes Bei-
spiel:

log7(13) =
log10(13)

log10(7)
. (2.30)

Wenn ein Taschenrechner also Logarithmen zur Basis 10 berechnen kann, so können wir die
Umrechnungsformel (2.29) benutzen, um Logarithmen zu jeder anderen Basis zu ermitteln!
Und tatsächlich haben die meisten Taschenrechner nur Tasten für Logarithmen zu ganz weni-
gen Basen. Die bevorzugten Basen sind:
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• Die Basis 10: Der Logarithmus zur Basis 10 heißt dekadischer Logarithmus oder
Zehnerlogarithmus. Er wird meist mit dem Symbol lg bezeichnet, also

lg = log10 , (2.31)

und ist insofern praktisch, als wir aufgrund unseres dekadischen Zahlensystems eine
gewisse Erfahrung mit Zehnerpotenzen haben. So ist ohne langes Nachdenken klar, dass
lg(1 Million) = 6 ist, denn es gilt ja 1 Million = 106. lg(25) ist jene Hochzahl x, für die
10x = 25 ist. Sie ist zwar eine irrationale Zahl, aber immerhin ist klar, dass sie zwischen
1 und 2 liegt, denn, um es etwas blumig auszudrücken: 101 ist etwas zu klein, um 25
zu sein, und 102 ist etwas zu groß, um 25 zu sein. Mit einem elektronischen Werkzeug
berechnen wir lg(25) ≈ 1.39794, was nichts anderes bedeutet, als dass 101.39794 ≈ 25
ist.

• Die Basis e, die wir im nächsten Abschnitt genauer besprechen werden. Hier nur so viel:
Die Zahl e (genannt die Eulersche Zahl) ist eine irrationale Zahl, näherungsweise gegeben
durch e ≈ 2.718281828. Der Logarithmus zur Basis e heißt natürlicher Logarithmus
und wird mit dem Symbol ln (logarithmus naturalis) bezeichnet, also

ln = loge . (2.32)

• Die Basis 2: Der Logarithmus zur Basis 2 heißt binärer Logarithmus oder Zweierlo-
garithmus und wird oft mit dem Symbol ld (logarithmus dualis) bezeichnet, also

ld = log2 . (2.33)

Der Logarithmus zur Basis 2 ist in all jenen Anwendungen nützlich, in denen Potenzen
von 2 eine besondere Rolle spielen, so etwa in der Informationstheorie, in der die Zahl 2
als kleinste Anzahl zueinander alternativer Entscheidungen (

”
ja“,

”
nein“) auftritt.

Die Umrechnungsformeln, um einen Logarithmus zu einer beliebigen Basis a durch diese be-
vorzugten Logarithmen auszudrücken, lauten mit (2.27) also:

loga(y) =
lg(y)

lg(a)
=

ln(y)

ln(a)
=

ld(y)

ld(a)
. (2.34)

Wenn Sie (etwa auf der Taste eines Taschenrechners, in der Befehlsliste einer Computersprache
oder in einem Text) das Symbol

”
log“ ohne Angabe einer Basis sehen, so ist damit in der Regel

entweder der Zehnerlogarithmus oder der natürliche Logarithmus gemeint.

Aufgrund der engen Verwandtschaft der Logarithmusfunktionen ist es bei der Lösung mancher
Probleme (wie der Exponentialgleichungen, auf die wir weiter unten eingehen werden) möglich,
diejenige Basis zu verwenden, die einem am sympathischsten ist bzw. die vom benutzten
Werkzeug gekannt wird.

Fortsetzung der Wachstumsaufgabe: Damit sind wir in der Lage, den Teil (b) der
im vorigen Abschnitt gestellten Wachstumsaufgabe, den wir bereits in der Form
(2.13) gelöst haben, mit einem gewöhnlichen Taschenrechner, der eine

”
lg“-Taste
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und/oder eine
”
ln“-Taste besitzt, zu Ende zu führen: Mit (2.34) berechnen Sie

wahlweise entweder mit dem Zehnerlogarithmus

∆t = log1.2(2) =
lg(2)

lg(1.2)
≈ 3.802 (2.35)

oder mit dem natürlichen Logarithmus

∆t = log1.2(2) =
ln(2)

ln(1.2)
≈ 3.802. (2.36)

Die gesuchte Verdopplungszeit beträgt 3.802 Stunden oder (in vernünftiger Ge-
nauigkeit angegeben) 3 Stunden und 48 Minuten.

3 Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis e

Die Eulersche Zahl e spielt in der Mathematik und ihren Anwendungen eine besonders wich-
tige Rolle, die sich allerdings erst dann voll auswirkt, wenn das Differenzieren und das Integrie-
ren ins Spiel kommen. Da diese Zahl aber oft im Zusammenhang mit den Exponential- und
Logarithmusfunktionen verwendet wird, müssen wir an dieser Stelle – auch ohne Differential-
rechnung – auf sie eingehen.

In der Schule wird die Zahl e in der Regel so eingeführt: Wird
(
1 + 1

n

)n
für n = 1, 2, 3, . . .

berechnet, so streben die Werte, die man dabei bekommt, mit immer größer werdendem n
gegen eine bestimmte Zahl, und diese wird mit dem Buchstaben e bezeichnet12. Sehen wir
uns die ersten dieser Zahlen an:(

1 +
1

1

)1

= 21 = 2(
1 +

1

2

)2

=

(
3

2

)2

=
9

4
= 2.25(

1 +
1

3

)3

=

(
4

3

)3

=
64

27
≈ 2.370370 (3.1)(

1 +
1

4

)4

=

(
5

4

)4

=
625

256
= 2.44140625

...
...

Die Zahl e, der diese Werte zustreben, ist eine irrationale Zahl, näherungsweise durch

e ≈ 2.71828182845904523536028747135 (3.2)

gegeben. Um ein Gefühl zu vermitteln, was daran besonders sein soll, charakterisieren wir sie
noch auf eine andere Weise: Für jede Basis a > 0 ist a0 = 1, und für eine Zahl x, deren Betrag

12 Die Schreibweise, die die Mathematik für diese Situation bereitstellt, ist e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
, wobei das

Symbol lim
n→∞

den Grenzwert einer Folge bezeichnet.
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klein ist13 (|x| � 1), ist ax ungefähr gleich 1. Wollen wir es etwas genauer wissen, so ergibt
sich mit den Mitteln der Differentialrechnung

ax ≈ 1 + loge(a)x für |x| � 1. (3.3)

Ob Sie es glauben oder nicht: Hier tritt automatisch die Zahl e als Basis auf! Wenn man also
eine Exponentialfunktion haben möchte, für die die simple Regel

”
ax ≈ 1 + x für |x| � 1“

gilt, so muss man a so wählen, dass loge(a) = 1 ist, und das ist wegen (2.11) dann der Fall,
wenn a = e ist. Es gilt also:

ex ≈ 1 + x für |x| � 1. (3.4)

Letztlich gründet sich die Bedeutung der Zahl e auf diese Eigenschaft, mit zahlreichen Kon-
sequenzen für die höhere Mathematik.

Wie bereits erwähnt – siehe (2.32) –, nennen wir den Logarithmus zur Basis e den natürlichen
Logarithmus und kürzen loge als ln ab.

Aufgrund der Stellung von e als
”
natürlicher“, also bevorzugter Basis werden exponentielle

Prozesse oft mit dieser Basis ausgedrückt. Hat man für irgendeine Basis a > 0 die Expo-
nentialfunktion x 7→ ax vor sich, so kann sie leicht in eine Exponentialfunktion zur Basis e
umgerechnet werden. Das sollten wir jetzt schon können: Wir stellen die Frage, wie ax als Po-
tenz von e dargestellt werden kann, also ewieviel = ax, und das gesuchte

”
wieviel“ ist natürlich

durch loge (ax) ≡ ln (ax) = x ln(a) gegeben. Es gilt also

ax = ex ln(a) (3.5)

für beliebige a > 0 und x ∈ R. Das ist eine wichtige Beziehung, die Sie sich merken sollten!14

4 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen sind Gleichungen, in denen die Variable in einem oder mehreren Ex-
ponenten vorkommt15. Eine Exponentialgleichung wie beispielsweise16

3x = 12 (4.1)

kann auf zweierlei Weise gelöst werden:

• Variante 1: Direkte Anwendung der Definition des Logarithmus. Die (einzige) Lösung
von (4.1) ist

x = log3(12). (4.2)

13 Das Zeichen � bedeutet
”
sehr viel kleiner als“. Dementsprechend steht � für

”
sehr viel größer als“.

14 Wird x durch b x ersetzt, so ergibt sich die allgemeinere Beziehung ab x = eb x ln(a).
15 Siehe dazu auch das Skriptum Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen.
16 Eine andere Exponentialgleichung dieser Form ist uns mit (1.48) bereits begegnet.
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Man kann nun noch überlegen, ob weitere Vereinfachungen möglich sind. Mit 12 = 3 · 4
können wir unter Verwendung der Regel (2.14)

x = log3(12) = log3(3 · 4) = log3(3) + log3(4) = 1 + log3(4) (4.3)

schreiben. Mit 4 = 22 und der Regel (2.20) kann das weiter zu

x = 1 + log3(22) = 1 + 2 log3(2) (4.4)

vereinfacht werden. Ein schönes Ergebnis, das wir, falls nötig oder sinnvoll, mit Hilfe der
Regel (2.27) bzw. (2.34) durch eine andere Basis ausdrücken können.

• Variante 2: Logarithmieren beider Seiten. Das ist eine Methode, die sofort auf ein Er-
gebnis führt, das durch eine gewünschte Basis (in der Regel 10 oder e) ausgedrückt ist.
Wir entscheiden uns für den Zehnerlogarithmus und wenden diesen auf beide Seiten von
(4.1) an. Dies führt auf

lg (3x) = lg(12). (4.5)

Mit der Regel (2.20) wird die linke Seite zu x lg(3), womit sich

x lg(3) = lg(12) und daher x =
lg(12)

lg(3)
≈ 2.26186 (4.6)

ergibt.

Eine etwas kompliziertere Exponentialgleichung ist

24x−3 42x−1 − 8x = 0. (4.7)

Auch hier gibt es zwei Lösungsvarianten:

• Variante 1: Wir schreiben (4.7) in die Form

24x−3 42x−1 = 8x (4.8)

um, verwenden 4 = 22 und 8 = 23 und vereinfachen:

24x−3
(
22
)2x−1

=
(
23
)x

(4.9)

24x−3 22 (2x−1) = 23x (4.10)

24x−3+2 (2x−1) = 23x (4.11)

28x−5 = 23x (4.12)

Nach Anwendung des Logarithmus zur Basis 2 auf beide Seiten von (4.12) folgt

8x− 5 = 3x (4.13)

und damit
x = 1. (4.14)

Damit ist die (einzige) Lösung von (4.7) gefunden.
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• Variante 2: Wir schreiben (4.7) in die Form

24x−3 42x−1 = 8x (4.15)

um und wenden einen Logarithmus (beliebiger Basis) auf beide Seiten an. Wir entschei-
den uns für den natürlichen Logarithmus, erhalten

ln
(
24x−3 42x−1

)
= ln (8x) (4.16)

und formen unter Verwendung der Regeln (2.14) und (2.20) weiter um:

ln
(
24x−3

)
+ ln

(
42x−1

)
= ln (8x) (4.17)

(4x− 3) ln(2) + (2x− 1) ln(4) = x ln(8). (4.18)

Wir könnten nun sogleich fröhlich nach x auflösen, aber die Berechnung vereinfacht sich,
wenn wir berücksichtigen, dass ln(4) = ln (22) = 2 ln(2) und ln(8) = ln (23) = 3 ln(2)
gilt. Damit nimmt (4.18) die Form

(4x− 3) ln(2) + 2 (2x− 1) ln(2) = 3x ln(2) (4.19)

an, was nach Division beider Seiten durch ln(2) sofort auf die Lösung

x = 1 (4.20)

führt, die klarerweise mit dem Ergebnis von Variante 1 übereinstimmt.

Generell sollten Sie sich beim Lösen einer Exponentialgleichung deren Struktur genau ansehen
und versuchen, Vereinfachungsmöglichkeiten, die auf den Rechenregeln für Exponentialfunk-
tionen und Logarithmen beruhen, zu erkennen.

5 Logarithmische Gleichungen

Logarithmische Gleichungen sind Gleichungen, bei denen die Variable unter einem Logarithmus
(oder mehreren Logarithmen) steht17. Ein Beispiel ist die Gleichung

lg(4x+ 3) = 2. (5.1)

Wir lösen sie, indem wir auf beide Seiten die Operation
”
10 hoch“ anwenden. Unter Verwen-

dung der Identität (2.24) vereinfacht sie sich zu

4x+ 3 = 102 (5.2)

und besitzt daher als (einzige) Lösung

x =
1

4

(
102 − 3

)
=

97

4
= 24.25. (5.3)

17 Siehe dazu auch das Skriptum Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen.
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Bei logarithmischen Gleichungen bekommen wir zunächst nur Lösungskandidaten18. Um si-
cherzugehen, dass beim Einsetzen eines Lösungskandidaten in die ursprüngliche Gleichung nur
Logarithmen von positiven Zahlen gebildet werden, müssen wir die Probe machen. Im Fall von
Gleichung (5.1) besteht unser Lösungskandidat (5.3) den Check, da 4x+ 3 > 0 für x = 97

4
.

Wie beim Lösen von Exponentialgleichungen empfiehlt es sich auch bei logarithmischen Glei-
chungen, nach Vereinfachungsmöglichkeiten zu suchen, die auf den Rechenregeln für Expo-
nentialfunktionen und Logarithmen beruhen. So wird etwa die logarithmische Gleichung

ln(x+ 1) + ln(x− 1) = 2 (5.4)

gelöst, indem zuerst die linke Seite unter Anwendung der Regel (2.14) umgeschrieben wird:

ln(x+ 1) + ln(x− 1) = ln
(
(x+ 1)(x− 1)

)
= ln

(
x2 − 1

)
. (5.5)

Damit nimmt die Gleichung (5.4) die Form

ln
(
x2 − 1

)
= 2 (5.6)

an, was nach Anwendung der Operation
”
e hoch“ auf beide Seiten

x2 − 1 = e2 (5.7)

ergibt. Diese quadratische Gleichung besitzt die beiden Lösungen

x1 = −
√
e2 + 1 ≈ −2.89639 und x2 =

√
e2 + 1 ≈ 2.89639. (5.8)

Nun müssen wir wieder die Probe machen: Da der Logarithmus nur für positive Argumente
definiert ist, muss für jede Lösung x von (5.4) sowohl x+ 1 als auch x− 1 positiv sein. Beides
ist für x1 nicht erfüllt. Daher ist nur x2 Lösung von (5.4). Dass x1 keine Lösung von (5.4)
ist, rührt daher, dass wir die Umformung ln(x + 1) + ln(x − 1) = ln (x2 − 1) vorgenommen
haben: Gleichung (5.6) ist zwar eine Folge von (5.4), d.h. sie muss für jedes x gelten, das
(5.4) erfüllt, sie ist aber nicht äquivalent zu (5.4), da sie mehr Lösungen besitzt (nämlich x1

und x2)!

6 Logarithmische Skalen

Die Logarithmusfunktionen mit Basen a > 1 sind zwar streng monoton wachsend, aber ihr
Wachstum ist sehr langsam. Das sieht man am besten anhand des Zehnerlogarithmus ein: Aus
der allgemeinen Beziehung lg(10s) = s folgt

lg(10) = 1 (6.1)

lg(100) = 2 (6.2)

lg(1000) = 3 (6.3)

usw. (6.4)

18 Das ist ganz analog zum Fall der Wurzelgleichungen, die im gleichnamigen Skriptum behandelt werden.
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Eine Verzehnfachung des Arguments führt lediglich zu einem um 1 größeren Funktionswert.
Selbst lg(1 Milliarde) ist nur 9. Für die Logarithmusfunktion zu einer Basis a > 1 gilt loga(a y) =
loga(y) + 1, d.h. eine Ver-a-fachung des Arguments führt nur zu einem um 1 größeren Funk-
tionswert.

Dieses langsame Wachstum kann benutzt werden, um Größen, deren Werte über viele Größen-
ordnungen (z.B. Zehnerpotenzen) streuen, Kennzahlen zuzuordnen, die nicht allzu stark vari-
ieren, die ohne große Zehnerpotenzen angeschrieben werden können und die in einer Visuali-
sierung (etwa als Werte auf einer Achse) bequem untergebracht werden können. So rangiert
etwa die bei einem Erdbeben freigesetzte seismische Energie zwischen 106 Joule (leichtes Be-
ben, für Menschen praktisch nicht spürbar) und 1019 Joule (katastrophales Beben). Um eine
handlichere Kennzahl zur Hand zu haben, wird die Magnitude eines Bebens mit Hilfe der als
Vielfache von 1 Joule angegebenen Energie E durch

M =
lg(E)− 4.8

1.5
(6.5)

definiert19. Ihre Werte rangieren nun lediglich (ungefähr) zwischen 1 und 9.5. Eine Erhöhung
der Magnitude um 1 entspricht ungefähr einer Ver-32-fachung der Energie, eine Erhöhung der
Magnitude um 0.2 entspricht ungefähr einer Verdopplung der Energie!

Wird in einer grafischen Darstellung anstelle einer Größe deren Logarithmus verwendet, so
sprechen wir von einem logarithmischen Maßstab. Ein schönes Beispiel eines

”
doppelt-

logarithmischen“ Diagramms ist in Abbildung 1 (unten) im Vergleich zu einer nicht-logarith-
mischen Darstellung der gleichen Daten (oben) zu sehen.

Logarithmen können auch benutzt werden, um nichtlineare Beziehungen auf lineare (und damit
einfacher zu handhabende) Zusammenhänge zurückzuführen:

• So übersetzt sich die für zwei Größen x und y geltende Beziehung y = c eb x (c und b sind
Konstanten) unter Verwendung von Y = ln(y) anstelle von y in den linear-inhomogenen
Zusammenhang Y = b x+ ln(c) zwischen x und Y .

• Ein Potenzgesetz der Form u = k vn zwischen zwei Größen u und v (k und n sind
Konstanten) übersetzt sich unter Verwendung von U = lg(u) und V = lg(v) anstelle
von u und v in den linear-inhomogen Zusammenhang U = nV + lg(k) zwischen U und
V .

19 Das ist eine stark vereinfachte Version, aber sie illustriert das Prinzip.
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Abbildung 1: Der Zusammenhang zwischen Körpermasse K und Gehirnmasse G bei
unterschiedlichen Primatenarten (Affen, Menschenaffen und Menschen), oben in nicht-
logarithmischem Maßstab und unten in doppelt-logarithmischem Maßstab dargestellt. Der
Unterschied zeigt eindrucksvoll die Vorteile der logarithmischen Darstellung. Im oberen Dia-
gramm sind die kleineren Arten alle in der Nähe des Ursprungs zusammengedrängt. Bei der
Interpretation des unteren Diagramms ist zu bedenken, dass eine Differenz von 1 einem
Faktor 10 zwischen den nicht-logarithmierten Größen entspricht. So ist der Logarithmus der
Gehirnmasse des Menschen um ungefähr 0.5 größer als der von Menschenaffen mit vergleich-
barer Körpermasse. Das entspricht etwa einem Faktor 100.5 ≈ 3 zwischen den Gehirnmassen
von Menschenaffe und Mensch, wie auch aus dem oberen Diagramm abgelesen werden kann.
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Abbildung 2: Der Graph der Exponentialfunktion x 7→ 2x. Eine Erhöhung von x um 1 führt
zu einer Verdopplung des Funktionswerts (und dementsprechend führt eine Verminderung
von x um 1 zu einer Halbierung des Funktionswerts). Diese Eigenschaften gelten für jedes
reelle x, wie hier für die ganzen Zahlen zwischen −2 und 4 sowie für die zwei Werte 1.6 und
2.6 illustriert.

7 Graphen der Exponentialfunktionen

Die – uns nun bereits bekannten – wichtigsten Eigenschaften der Exponentialfunktionen zeigen
sich sehr deutlich in deren Graphen.

Abbildung 2 zeigt den Graphen der Exponentialfunktion x 7→ 2x und illustriert, dass für
beliebiges x ∈ R der Funktionswert an der Stelle x+1 gleich dem Doppelten des Funktionswerts
an der Stelle x ist (vgl. (1.13)).

Abbildung 3 zeigt die Graphen der Exponentialfunktionen x 7→ ax für a = 2, a = e und a = 10
sowie zusätzlich den Graphen der Funktion x 7→ 1 + x, um zu illustrieren, dass e tatsächlich
eine besondere Basis ist.

Abbildung 4 schließlich zeigt die Graphen der Exponentialfunktionen x 7→ a−x für a = 2, a = e
und a = 10 (was gleichbedeutend ist mit den Exponentialfunktionen x 7→ ax für a = 1

2
, a = 1

e

und a = 1
10

).
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Abbildung 3: Die Graphen der Exponentialfunktionen x 7→ 2x, x 7→ ex und x 7→ 10x. Es
ist deutlich zu erkennen, dass das Wachstum umso schneller verläuft, je größer die Basis ist.
Um die Näherungsformel (3.4), die die

”
natürliche Basis“ e zu etwas Besonderem macht, zu

illustrieren, ist zusätzlich der Graph der Funktion x 7→ 1 + x eingezeichnet. Im Punkt (0, 1)
ist er tangential zum Graphen der Exponentialfunktion zur Basis e, nicht aber tangential zu
den Graphen der Exponentialfunktionen mit anderen Basen.

8 Graphen der Logarithmusfunktionen

Wie sehen die Graphen der Logarithmusfunktionen aus? Wir führen ihre Verläufe auf jene der
Exponentialfunktionen zurück: Wie die Merkregel (2.12) sehr schön zusammenfasst, ist die (für
positive Argumente definierte) Logarithmusfunktion y 7→ loga(y) die Umkehrfunktion der (für
beliebige reelle Argumente definierten) Exponentialfunktion x 7→ ax. Ist (x, y) ein Punkt des
Graphen der Exponentialfunktion, so ist (y, x) ein Punkt des Graphen der Logarithmusfunktion.
Nun hat die Vertauschung der Koordinaten aber eine einfache geometrische Bedeutung: Die
Punkte (x, y) und (y, x) gehen durch eine Spiegelung an der ersten Mediane (der 45◦-Geraden,
d.h. der Geraden durch den Ursprung mit Anstieg 1) auseinander hervor. Daher kann der Graph
einer Logarithmusfunktion aus jenem der Exponentialfunktion zur gleichen Basis durch eine
Spiegelung an der ersten Mediane gewonnen werden20.

Dabei ist zu bedenken, dass die Graphen der Exponential- und der Logarithmusfunktion nun in
das gleiche Diagramm eingezeichnet werden. Mit unseren Variablenbezeichnungen ist dessen
erste Achse die x-Achse, die zweite Achse die y-Achse. In diesem Sinn interpretieren wir die

20 Diese Beziehung zwischen dem Graphen einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion gilt ganz allgemein.
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Abbildung 4: Die Graphen der Exponentialfunktionen
x 7→ 2−x, gleichbedeutend mit x 7→

(
1
2

)x
,

x 7→ e−x, gleichbedeutend mit x 7→
(
1
e

)x
, und

x 7→ 10−x, gleichbedeutend mit x 7→
(

1
10

)x
.

Sie entstehen aus den Graphen von Abbildung 3 durch Spiegelung an der zweiten Achse.

Logarithmusfunktion als Abbildung
x 7→ loga(x), (8.1)

also mit der gleichen unabhängigen Variable x wie die Exponentialfunktion (im Unterschied
zur oben verwendeten Schreibweise y 7→ loga(y), die den Charakter des Logarithmus als
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion besser ausgedrückt hat).

Abbildung 5 zeigt die Graphen der Logarithmusfunktionen zu den Basen 2, e und 10, sowie
die Graphen der Exponentialfunktionen, aus denen sie durch Spiegelung an der ersten Mediane
hervorgehen. Dem Diagramm entnehmen wir auch die Eigenschaft, dass (ganz allgemein für
a > 1) die Werte von loga(x) für sehr kleine (positive) x beliebig klein (also

”
beliebig negativ“)

werden – ein Sachverhalt, der manchmal durch die Formel

lim
x↓0

loga(x) = −∞ (8.2)

ausgedrückt wird. Damit wird auch verdeutlicht, dass die Logarithmusfunktionen an der Stelle
0 nicht definiert sind.
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Abbildung 5: Die Graphen der Logarithmusfunktionen zu den Basen 2, e und 10. Sie ent-
stehen aus den Graphen von Abbildung 3 (hier strichliert wiedergegeben) durch Spiegelung
an der ersten Mediane, d.h. am Graphen der Funktion x 7→ x, der ebenfalls (strichliert)
dargestellt ist. Aus den Graphen der Logarithmusfunktionen geht hervor,
− dass sie nur für positive Argumente definiert sind,
− dass sie streng monoton wachsend sind,
− dass ihre Werte für Argumente x mit 0 < x < 1 negativ sind,
− dass sie an der Stelle x = 1 alle den Wert 0 annehmen (vgl. (2.10)) und
− dass ihre Werte für Argumente x > 1 positiv sind.

Für wachsende x im Bereich x > 1 zeigen sie ein sehr langsames Wachstum.

9 Übungsaufgaben

Hier einige Übungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten bewältigen
können sollten:

• Die Bevölkerungszahl B einer Ortschaft beträgt bei der Gründung 2400 und wächst
jedes Jahr um 5%.

(a) Geben Sie die Bevölkerungszahl B(x) nach x Jahren an!
(b) Berechnen Sie die Bevölkerungszahl nach 7 Jahren!

Lösungen:

(b)B(7)=2400·1.05
7
≈3377

(a)B(x)=2400·1.05
x
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• Eine Bakterienkultur, deren Zahl zu Beginn 4500 beträgt, wächst innerhalb von 9 Stun-
den um 23%. Geben Sie ihre Größe N(x) nach x Stunden

(a) als Exponentialfunktion zur Basis 1.23
(b) als Exponentialfunktion zur Basis 2
(c) als Exponentialfunktion zur Basis e
(d) als Exponentialfunktion zur Basis 10

an!

Lösungen:

(d)N(x)=4500·10
x/9·lg(1.23)

≈4500·10
0.009989x

(c)N(x)=4500·e
x/9·ln(1.23)

≈4500·e
0.023x

(b)N(x)=4500·2
x/9·log2(1.23)

≈4500·2
0.03318x

(a)N(x)=4500·1.23
x/9
≈4500·1.23

0.1111x

• Nach welcher Zeit verdoppelt sich die Bakterienkultur der vorigen Aufgabe?

Lösungen:

Nach9
lg(2)

lg(1.23)Stunden≈30Stundenund8Minuten.

• Exponentielle Zerfallsprozesse werden in Naturwissenschaft und Technik oft in der Form
f(t) = f0 e

−λ t ausgedrückt, wobei λ > 0 die sogenannte Zerfallskonstante ist. Be-
stimmen Sie den Zusammenhang zwischen Zerfallskonstante und Halbwertszeit!

Lösung:

BeachtenSie:λhatdieDimensionZeit−1
.

Halbwertszeit=
ln(2)

λ
.

• Drücken Sie log3

(
9
x2 y3

z4

)
− 2 log9

(
9
y3 z4

x2

)
durch möglichst einfache Logarithmen

aus!

Lösung:

4log3(x)−8log3(z)

• Drücken Sie 4 lg(3 a2) + 2 lg

(
b√
a

)
als einzelnen Logarithmus (ohne Vorfaktor) aus!

Lösung:

lg(81a
7
b

2
)
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• Lösen Sie die folgende Gleichung: 27 · 32x+1 − 9−x+5 = 0

Lösung:

Die(einzige)Lösungistx=
3
2.

• Lösen Sie die folgende Gleichung: lg(2x+ 1) + lg(x− 1) = −1

Lösung:

Die(einzige)Lösungistx=
1
20(5+7

√
5).

• Im Text wird erwähnt, dass sich die für zwei Größen x und y geltende Beziehung y = c eb x

(c und b sind Konstanten) unter Verwendung von Y = ln(y) anstelle von y in den linear-
inhomogen Zusammenhang Y = b x + ln(c) zwischen x und Y übersetzt. Zeigen Sie
das!

Lösungstipp:

LogarithmusanundbenutzenSiedieindiesemSkriptumbesprochenenRechenregeln!
WendenSieaufbeideSeitenderBeziehungy=ce

bx
dennatürlichen

• Im Text wird erwähnt, dass sich ein Potenzgesetz der Form u = k vn zwischen zwei
Größen u und v (k und n sind Konstanten) unter Verwendung von U = lg(u) und
V = lg(v) anstelle von u und v in den linear-inhomogen Zusammenhang U = nV +lg(k)
zwischen U und V übersetzt. Zeigen Sie das!

Lösungstipp:

anundbenutzenSiedieindiesemSkriptumbesprochenenRechenregeln!
WendenSieaufbeideSeitenderBeziehungu=kv

n
denZehnerlogarithmus
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Der Funktionenzoo

Franz Embacher

Fakultät für Mathematik der Universität Wien
E-mail: franz.embacher@univie.ac.at

WWW: http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/

Dieses Skriptum gibt eine Übersicht über die wichtigsten Typen mathematischer
Funktionen und über Operationen, die benutzt werden, um weitere Funktionen zu
gewinnen. In einem letzten Abschnitt können Sie bei Bedarf Begriffe, die Eigen-
schaften von Funktionen und ihren Graphen betreffen, nachlesen.

1 Einige Tipps vorab

Im Rahmen Ihrer Ausbildung (vielleicht auch in Ihrem Beruf) werden Sie immer wieder auf
mathematische Funktionen stoßen, von denen Sie gewisse Dinge wissen möchten. Wo liegen
die Nullstellen? Wie ist es um das Monotonieverhalten bestellt? Gibt es Pole (Unendlichkeits-
stellen)? Wie ist das Verhalten für große Argumente? Um sich über die Eigenschaften einer
Funktion zu orientieren, stehen elektronische Werkzeuge zur Verfügung, mit denen Sie sich
möglichst früh anfreunden sollten:

• Wie bereits aus den bisherigen Skripten hervorgegangen ist, kann man einem Funktions-
graphen viele Eigenschaften der Funktion, die er darstellt,

”
ansehen“ (oder aus seinem

Verlauf zumindest näherungsweise erschließen). Machen Sie sich mit elektronischen
Werkzeugen vertraut, die Funktionsgraphen darstellen und am besten gleich als
Graphikdateien exportieren können (wie zum Beispiel Mathematica oder GeoGebra)!
Sie werden in diesem Skriptum einige Abbildungen von Funktionsgraphen finden. An
anderen Stellen heißt es einfach:

”
Sehen Sie sich den Graphen der Funktion . . . an!“ In

diesen Fällen benutzen Sie bitte ein Werkzeug Ihrer Wahl! Sie können durchaus auch
spielerisch Funktionsterme

”
erfinden“ und variieren und sich die entsprechenden Graphen

ansehen, um ein Gefühl für die Vielfalt zu bekommen, die sich ergibt, sobald man den
gewohnten Bereich der einfachsten und ausführlich besprochenen Typen (wie lineare und
quadratische Funktionen, Sinus und Cosinus, Exponential- und Logarithmusfunktionen)
verlässt.

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
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• Um einzelne Funktionseigenschaften, die Sie benötigen (wie beispielsweise die Lage von
Nullstellen) rechnerisch schnell ermitteln zu können, sollten Sie sich auch mit dem einen
oder anderen Computeralgebrasystem vertraut machen. (Auch dafür können wir als
Beispiele Mathematica und GeoGebra nennen.) Orientieren Sie sich vor allem darüber,
wie mit derartigen Werkzeugen Terme vereinfacht und Gleichungen gelöst werden! Später
werden auch das Differenzieren und Integrieren (die wir in diesem Skriptum nicht be-
nutzen) dazukommen.

Direkt vom Web-Browser aus oder mittels einer Smartphone-App können Sie auch Wolfram Al-
pha für kleinere Aufgaben dieser Art benutzen (die mathematischen Berechnungen übernimmt
dann Mathematica).

2 Funktionstypen

Einige der für technische Anwendungen relevanten Typen reeller Funktionen wurden bereits in
früheren Skripten behandelt. In der folgenden Zusammenstellung werden diese kurz wiederholt
(in zwei Fällen wird lediglich auf die entsprechenden ausführlichen Skripten verwiesen), und
es werden einige neue Typen, von denen bisher nicht oder nur am Rande die Rede war,
hinzugefügt. Einige spezielle Begriffe, die nicht in früheren Skripten vorkamen, werden im
letzten Abschnitt dieses Skriptums erklärt – konsultieren Sie ihn nach Bedarf!

• Lineare Funktionen: Eine lineare Funktion ist eine Funktion, deren Zuordnungsvor-
schrift vom Typ

x 7→ k x+ d (2.1)

ist, wobei k und d vorgegebene reelle Zahlen sind. Ist d = 0, so wird die Funktion auch
linear-homogen, ansonsten linear-inhomogen genannt. Der Graph einer Funktion dieses
Typs ist eine Gerade mit Anstieg k. Mehr über lineare Funktionen und den Begriff des
Anstiegs finden Sie im Skriptum Lineare Funktionen und ihre Graphen.

• Quadratische Funktionen: Eine quadratische Funktion ist eine Funktion, deren Zu-
ordnungsvorschrift vom Typ

x 7→ a x2 + b x+ c (2.2)

ist, wobei a, b und c vorgegebene reelle Zahlen sind und a 6= 0 ist. Der Graph einer
Funktion dieses Typs ist eine Parabel, deren Form und Lage von a, b und c abhängen.
Mehr über quadratische Funktionen finden Sie im Skriptum Quadratische Funktionen
und ihre Graphen.

• Potenzfunktionen: Eine Potenzfunktion ist eine Funktion, deren Zuordnungsvorschrift
vom Typ

x 7→ a xr (2.3)

ist, wobei a und r vorgegebene reelle Zahlen sind. In den meisten Anwendungen ist r eine
natürliche, ganze oder rationale Zahl. Das Rechnen mit Potenzen wurde im Skriptum
Potenzen besprochen. Je nach dem Wert von r ist die größtmögliche Definitionsmenge



Der Funktionenzoo 3

Abbildung 1: Die Graphen einiger Potenzfunktionen:
x 7→ x2 (Graph = Normparabel), x 7→ x3, x 7→ x4, alle auf ganz R definiert.
x 7→ x1/2 (Wurzelfunktion, Graph = halbe Normparabel, gedreht),

auf R+
0 = {x ∈ R |x ≥ 0} definiert.

x 7→ x−1, x 7→ x−2, beide auf R∗ = R\{0} definiert.
x 7→ x−1/2, auf R+ = {x ∈ R |x > 0} definiert.

einer Funktion dieses Typs ganz R, R∗ (reelle Zahlen ohne 0), R+ (positive reelle Zahlen)
oder R+

0 (nicht-negative reelle Zahlen). Auch die Wurzelfunktion1

x 7→
√
x ≡ x1/2 (2.4)

und die Funktion

x 7→ 1

x
≡ x−1 (2.5)

(Bilden des Kehrwerts) sind Potenzfunktionen. Eine Potenzfunktion mit ganzzahligem
geraden r ist eine gerade Funktion, eine Potenzfunktion mit ganzzahligem ungeraden r
ist eine ungerade Funktion. (Für die Begriffe gerade und ungerade siehe (4.1) und (4.2).)
Beispiele einiger Graphen von Potenzfunktionen sind in Abbildung 1 wiedergegeben.

1 Das Zeichen ≡ bedeutet
”
identisch“ und wird auch für

”
offensichtlicherweise gleich, nur unterschiedlich

angeschrieben“ verwendet.
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Abbildung 2: Die Graphen dreier Polynomfunktionen:
x 7→ x3 − 3x (Polynom dritten Grades, ungerade).
x 7→ x4 − 2x2 + 1 (Polynom vierten Grades, gerade).
x 7→ −x5 + x2 − 1 (Polynom fünften Grades, weder gerade noch ungerade).

• Polynomfunktionen2: Eine Polynomfunktion (kurz: Polynom) ist eine Funktion, deren
Zuordnungsvorschrift vom Typ

x 7→ an x
n + · · ·+ a2 x

2 + a1 x+ a0 (2.6)

ist, wobei a0, a1, . . . , an vorgegebene reelle Zahlen (die Koeffizienten) sind und an 6= 0
ist. Die natürliche Zahl n (der größte auftretende Exponent) heißt der Grad der Poly-
nomfunktion. Spezialfälle sind konstante3 und lineare Funktionen (n = 0 und n = 1) und
quadratische Funktionen (n = 2). Polynomfunktionen vom Grad 3 (Funktionen

”
dritten

Grades“) werden auch kubische Funktionen genannt. Eine Polynomfunktion vom Grad

2 Siehe dazu auch das Skriptum Polynome.
3 Eine konstante Funktion 6= 0 ist eine Polynomfunktion vom Grad 0. Der Nullfunktion x 7→ 0 ordnet man

formal den Grad −∞ zu, damit für alle Polynomfunktionen die schöne Regel gilt: Der Grad eines Produkts ist
die Summe der Grade.
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n ≥ 1 hat höchstens n Nullstellen4. Das Verhalten einer Polynomfunktion für große |x|
kann durch den

”
führenden Term“ an x

n approximiert werden5. Für eine Polynomfunk-
tion mit ungeradem Grad folgt daraus, dass ihre Werte an den Stellen x und −x für
hinreichend großes x verschiedene Vorzeichen haben und dass es daher immer zumindest
eine Nullstelle gibt6. Weiters besitzt eine Polynomfunktion vom Grad n ≥ 1 höchstens
n−1 lokale Extremstellen. Der Graph einer Polynomfunktion vom Grad n ≥ 1 kann eine
Gerade in höchstens n Punkten schneiden. Eine Polynomfunktion, für die nur die Ko-
effizienten aj mit geradem j von 0 verschieden sind, ist gerade. Eine Polynomfunktion,
für die nur die Koeffizienten aj mit ungeradem j von 0 verschieden sind, ist ungerade.
Die Graphen der Polynome mit großem Grad können sehr unterschiedliche Formen be-
sitzen. Besonders nützlich für Anwendungen ist, dass sehr viele Funktionen (innerhalb
eines geeignet gewählten beschränkten x-Bereichs) beliebig genau durch Polynome mit
entsprechend hohem Grad angenähert werden können. Polynome spielen daher bei der
Modellierung ganz unterschiedlicher Sachverhalte eine besonders wichtige Rolle. Beispie-
le einiger Graphen von Polynomfunktionen sind in Abbildung 2 wiedergegeben.

• Rationale Funktionen: Eine rationale Funktion (auch: gebrochen rationale Funktion)
ist ein Quotient zweier Polynomfunktionen, also vom Typ

x 7→ p(x)

q(x)
, (2.7)

wobei p und q Polynomfunktionen sind. Üblicherweise ist der Quotient (im Sinne der
Division von Polynomen)

”
vollständig gekürzt“, was genau dann der Fall ist, wenn p und

q keine gemeinsamen Nullstellen besitzen7. Die größtmögliche Definitionsmenge einer
rationalen Funktion ist die Menge aller reellen Zahlen, die keine Nullstellen des Nenners
q sind. Das Verhalten einer rationalen Funktion für große |x| ergibt sich, indem Zähler
und Nenner durch ihre führenden Terme ersetzt werden: Ist p ein Polynom vom Grad
m und q ein Polynom vom Grad n, so ist der Quotient dieser führenden Terme von der

Form
amx

m

bnxn
, also proportional zu xm−n. Daraus folgt, dass eine rationale Funktion f

– mit m < n im Unendlichen gegen 0 geht (die erste Achse ist dann eine Asymptote
des Graphen von f),

4 In diesem Zusammenhang sei erwähnt, dass Polynome oft in faktorisierter Form angegeben werden,
beispielsweise als x 7→ (x − 1) (x2 − x + 1), was die Bestimmung der Nullstellen erleichtert. Ein solcher
Funktionsterm muss nur dann ausmultipliziert werden (in diesem Beispiel (x− 1) (x2 − x+ 1) = x3 − 2x2 +
2x− 1), wenn es zur Lösung einer Aufgabe nötig ist.

5 Und zwar in dem Sinn, dass der Quotient aus Polynom und führendem Term im Unendlichen gegen 1
strebt. Achtung: Die Differenz aus Polynomfunktion und führendem Term wird im Allgemeinen nicht gegen 0
streben! Der führende Term von 5x2 + 3x+ 2 ist 5x2, und im Unendlichen strebt 3x+ 2 nicht gegen 0.

6 Genau genommen muss für dieses Argument noch verwendet werden, dass Polynomfunktionen stetig sind.
Da sich ihre Graphen

”
in einem Zug“ ohne abzusetzen zeichnen lassen, wird zu je zwei Funktionswerten auch

jeder zwischen ihnen liegende Wert angenommen.

7 Beispiel:
3 (x2 − 1)

(x− 1) (x− 2)
ist nicht vollständig gekürzt. Wegen x2 − 1 = (x− 1) (x+1) kann durch x− 1

gekürzt werden, was auf die vollständig gekürzte Version
3 (x+ 1)

x− 2
führt.
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Abbildung 3: Die Graphen von vier rationalen Funktionen:
x 7→ x

x−1 , definiert auf R\{1}. Asymptoten: strichliert.

x 7→ x2+1
x+1 , definiert auf R\{−1}. Asymptoten: strichliert.

x 7→ x+1
x2−4 , definiert auf R\{−2, 2}. Asymptoten: strichliert und erste Achse.

x 7→ 5 x
x2+1 , definiert auf ganz R. Asymptote: erste Achse.

– mit m = n im Unendlichen einer Konstante zustrebt (der Graph dieser konstanten
Funktion, eine zur ersten Achse parallele Gerade, ist dann eine Asymptote des
Graphen von f), und

– mit m > n sich im Unendlichen ähnlich wie eine Potenzfunktion mit positivem
Exponenten m−n verhält (woraus als Spezialfall folgt, dass sie im Fall m = n+1
einer linearen Funktion mit Änderungsrate 6= 0 zustrebt, deren Graph, eine Gerade
mit Anstieg 6= 0, eine Asymptote des Graphen von f ist).

Ist der Quotient (2.7) vollständig gekürzt, so sind die Nullstellen des Nenners q die
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Polstellen von f . Für jede solche Stelle x0 ist die durch die Gleichung x = x0 beschriebene
Gerade eine (

”
vertikale“) Asymptote des Graphen von f . Beispiele einiger Graphen von

rationalen Funktionen sind in Abbildung 3 wiedergegeben.

• Betragsfunktion: Die Betragsfunktion ist definiert durch

x 7→ |x| . (2.8)

Ihr Graph besitzt im Ursprung einen Knick (Abbildung 4). Mehr über den Betrag im
Skriptum Absolutbetrag.

Abbildung 4: Graph der Betragsfunktion x 7→ |x|.

• Winkelfunktionen und ihre Inversen: Winkelfunktionen und ihre Graphen sowie die
inversen Winkelfunktionen wurden ausführlich im Skriptum Winkelfunktionen und ihre
Graphen behandelt.

Abbildung 5: Die Graphen der durch f(x) = sin(x) − 1
2 sin(2x) +

1
3 sin(3x) und g(x) =

1 + cos(x) − 1
2 cos(2x) +

1
3 cos(3x) auf ganz R definierten trigonometrischen Polynome f

und g. Beide sind periodisch mit Periode 2π.
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Abbildung 6: Die Graphen der in (2.10) – (2.12) definierten Hyperbelfunktionen. Der Graph
von cosh heißt auch Kettenlinie, da er die Form einer dünnen hängenden Kette beschreibt.

• Trigononometrische Polynome: Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funktion vom
Typ

x 7→ c0 + a1 cos(x) + a2 cos(2x) + · · ·+ an cos(nx) +

+ b1 sin(x) + b2 sin(2x) + · · ·+ bn sin(nx) , (2.9)

wobei c0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn vorgegebene reelle Zahlen sind8. Eine Funktion dieses
Typs ist periodisch mit Periode 2π. Stellen wir uns unter x eine Zeitvariable vor, so
handelt es sich (vom konstanten Term c0 abgesehen) um eine Summe (Überlagerung)
von Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen. Ordnen wir den Termen sin(x)
und cos(x) die Grundfrequenz 1

2π
zu9, so sind die Frequenzen der anderen Sinus- und

Cosinusterme ganzzahlige Vielfache davon. Die Koeffizienten a1, . . . , an, b1, . . . , bn ge-
ben an, mit welchen

”
Gewichten“ diese Schwingungen im trigonometrischen Polynom

enthalten sind. Interessanterweise kann eine sehr große Klasse periodischer Funktionen
(etwa solcher, die der Modellierung des zeitlichen Verlaufs akustischer oder elektrischer

8 Eine etwas allgemeinere Form, die ebenfalls als trigonometrisches Polynom bezeichnet wird, erhalten wir,
indem im Funktionsterm x durch C x für eine Kontante C > 0 ersetzt wird. Die Periode ist dann 2π

C . Anstelle
der Konstanten c0 in (2.9) wird in der Literatur meist a0

2 geschrieben. Den Grund dafür erfahren Sie, wenn
Sie sich näher mit Fourierreihen beschäftigen.

9 Die Frequenz ist der Kehrwert der Periode (physikalisch ausgedrückt: der Periodendauer). Man möge hier
darüber hinwegsehen, dass wir die dimensionslose Variable x als

”
Zeit“ ansehen. Physikalisch richtiger wäre

es, x in der Form ω t zu schreiben, wobei ω die Kreisfrequenz, ω
2π die Frequenz und 2π

ω die Periodendauer der
Funktionen t 7→ sin(ω t) und t 7→ cos(ω t) sind.
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Signale dienen) durch trigonometrische Polynome mit entsprechend hohem n beliebig
genau angenähert werden. Zwei Beispiele von Graphen trigonometrischer Polynome sind
in Abbildung 5 wiedergegeben.

Abbildung 7: Strichliert ist der Graph der
”
Sägezahnfunktion“ (Kippschwingung) F dar-

gestellt, die im Intervall (−π, π) die Werte F (x) = x
2 annimmt und periodisch fortgesetzt

ist. An den Werten . . . ,−3π,−π, π, 3π, . . . ist sie unstetig – der Funktionswert an die-
sen Sprungstellen ist gleich 0. Diese Funktion kann durch die Fourierreihe (2.16) dargestellt
werden. Wird die Reihe nach endlich vielen Termen abgebrochen, so ergibt sich eine Appro-
ximation der Sägezahnfunktion, die umso genauer ist, je mehr Terme beibehalten wurden.
Die rote Kurve ist der Graph der Funktion F30(x) = sin(x) − 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x) −

1
4 sin(4x) + · · · − 1

30 sin(30x) , also der Summe der ersten 30 Glieder der Fourierreihe.

• Exponential- und Logarithmusfunktionen: Exponential- und Logarithmusfunktionen
und ihre Graphen wurden ausführlich im gleichnamigen Skriptum behandelt.

• Hyperbelfunktionen: Die Hyperbelfunktionen (hyperbolische Funktionen) Sinus-Hyper-
bolicus, Cosinus-Hyperbolicus und Tangens-Hyperbolicus sind durch

sinh(x) =
1

2

(
ex − e−x

)
(2.10)

cosh(x) =
1

2

(
ex + e−x

)
(2.11)

tanh(x) =
sinh(x)

cosh(x)
(2.12)

definiert. Ihre Namen rühren von einer gewissen formalen Ähnlichkeit mit den Winkel-
funktionen Sinus, Cosinus und Tangens her10. So gilt beispielsweise

cosh2(x)− sinh2(x) = 1, (2.13)

10 Die Beziehung zwischen den Hyperbelfunktionen und den Winkelfunktionen wird erst dann voll
verständlich, wenn der allgemeinere Zahlbegriff der komplexen Zahlen zugrunde gelegt wird. Falls Sie die
komplexen Zahlen kennen, wird es Sie vielleicht überraschen, dass Sinus und Cosinus durch die Expo-

nentialfunktion zur Basis e ausgedrückt werden können. Es gilt nämlich sin(x) =
1

2 i

(
ei x − e−i x

)
und

cos(x) =
1

2

(
ei x + e−i x

)
, was an (2.10) und (2.11) erinnert.
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in Analogie zur bekannten Identität cos2(x)+sin2(x) = 1 für die Winkelfunktionen. Die
Graphen der drei Hyperbelfunktionen sind in Abbildung 6 wiedergegeben.

• Durch Reihen dargestellte Funktionen: Wir haben bereits erwähnt, dass viele Funk-
tionen beliebig genau durch Polynome oder trigonometrische Polynome approximiert
werden können. Das ist der Vielzahl von Koeffizienten zu verdanken, die gewissermaßen
“Freiheitsgrade“ für die Modellierung darstellen. Man kann diese Summen zu

”
unendli-

chen Summen“ (Reihen) verallgemeinern, den Potenzreihen (Taylorreihen) und Fourier-
reihen. Ohne auf die Details, wie das bewerkstelligt wird, einzugehen, geben wir nur drei
Beispiele an:

Beispiel 1 ist die Potenzreihe11

x 7→ 1 + x+ x2 + x3 + x4 + . . . . (2.14)

Für |x| < 1 stellt sie die Funktion x 7→ 1

1− x
dar. Das ist etwa für näherungsweise

Berechnungen sehr praktisch, denn für kleine |x| folgt daraus

1

1− x
≈ 1 + x oder, etwas genauer:

1

1− x
≈ 1 + x+ x2 (2.15)

oder, noch genauer, indem mehr Terme von (2.14) mitgenommen werden. Generell wird
eine Funktion, die sich als Potenzreihe darstellen lässt, als analytisch bezeichnet. Analy-
tische Funktionen sind jene, deren Funktionswerte auch unmittelbar Sinn machen, wenn
für x komplexe Zahlen zugelassen werden.

Beispiel 2 ist die Fourierreihe

x 7→ sin(x)− 1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x)− 1

4
sin(4x) +

1

5
sin(5x)− . . . . (2.16)

Sie stellt eine
”
Sägezahnfunktion“ (Kippschwingung) dar (siehe Abbildung 7).

Potenz- und Fourierreihen können auch benutzt werden, um neue, in Anwendungen auf-
tretende Funktionen, die sich nicht durch einfache Terme ausdrücken lassen, zu definieren
oder näherungsweise zu berechnen. Beispiel 3 ist die durch die Potenzreihe12

J0(x) = 1− x2

22 (1!)2
+

x4

24 (2!)2
− x6

26 (3!)2
+

x8

28 (4!)2
− x10

210 (5!)2
+ . . . (2.17)

dargestellte Funktion J0 (eine sogenannte Besselfunktion), die im Zusammenhang mit
frequenzmodulierten Signalen, der Ausbreitung von Wellen und den Schwingungen einer
kreisförmigen Membran auftritt.

11 Es handelt sich um die – Ihnen vielleicht bekannte – geometrische Reihe.
12 Das Rufzeichen bedeutet Faktorielle, also 1! = 1, 2! = 2 · 1 = 2, 3! = 3 · 2 · 1 = 6, 4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24

usw. Siehe das Skriptum Der binomische Lehrsatz und die Binomialkoeffizienten.
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• Stückweise termdefinierte Funktionen: Um einen Vorgang zu modellieren, in dessen
Verlauf sich das Verhalten einer Größe sprunghaft ändert (ein Thema, das in techni-
schen Anwendungen immer wieder auftritt), können unterschiedliche Funktionsterme in
aneinandergrenzenden Bereichen der Zahlengeraden verwendet werden. Ein Beispiel einer
stückweise (oder abschnittsweise) termdefinierten Funktion ist

x 7→



0 falls x < 0,

x falls 0 ≤ x < 1,

2

x
falls x ≥ 1.

(2.18)

Diese Funktion ändert ihr Verhalten an der Stelle 0 (von
”
konstant 0“ auf

”
linear an-

steigend“) und an der Stelle 1 (dort macht sie einen abrupten Sprung auf einen höheren
Wert – an dieser Stelle ist die Funktion unstetig –, um in der Folge wieder abzufallen).
Ihr Graph ist in Abbildung 8 wiedergegeben.

Abbildung 8: Der Graph der in (2.18) definierten Funktion, hier f genannt. Der volle Kreis
zeigt an, dass der Funktionswert an der Stelle 1 gleich 2 ist.

• Ergänzung – Funktionen in mehreren Variablen: Wir haben bisher Funktionen in
einer Variablen betrachtet. Um die Abhängigkeit einer Größe von mehreren anderen
Größen zu modellieren, müssen Funktionen in mehreren Variablen benutzt werden. Das
Prinzip ist das gleiche wie bei Funktionen in einer Variablen, nur hängt der Funktionswert
nun nicht von einer einzigen Zahl (x) ab, sondern von mehreren Zahlen. Ein Beispiel
einer Funktion in zwei Variablen ist

(x, y) 7→ 4x y

x2 + y2 + 1
. (2.19)

Das Argument ist nun ein Paar von Zahlen. Geben wir dieser Funktion den Namen f ,
so schreiben wir den Funktionswert, der einem gegebenen Paar (x, y) zugeordnet wird,
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als f(x, y). Anstelle von (2.19) können wir dann auch schreiben

f(x, y) =
4x y

x2 + y2 + 1
. (2.20)

Der Graph einer Funktion f in zwei Variablen (wir nehmen der Einfachheit halber an,
dass sie für beliebige reelle Werte von x und y definiert ist) kann als Teilmenge

{(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ R2} (2.21)

des R3 dargestellt werden, indem also zu jedem Paar (x, y), das einen Punkt in der xy-
Ebene darstellt, der zugehörige Funktionswert f(x, y) vertikal aufgetragen wird (siehe
Abbildung 9).

Abbildung 9: Der Graph der in (2.19) bzw. (2.20) definierten Funktion in zwei Variablen.

3 Operationen mit Funktionen

Ein in den früheren Skripten vernachlässigtes Thema betrifft Operationen mit Funktionen. Sie
können dazu verwendet werden, aus den bisher aufgelisteten Funktionen neue Funktionstypen
zu erzeugen.

• Punktweise Anwendung der Grundrechnungsarten auf Funktionen: Die Grund-
rechnungsarten, die ja zunächst für Zahlen definiert sind, können auf Funktionen aus-
gedehnt werden. Wir nennen die entsprechenden Operationen punktweise, weil sie an
jeder Stelle (an jedem Punkt) durchgeführt werden. Sind f und g Funktionen gleicher
Definitionsmenge A, so sind die ebenfalls auf A definierten Funktionen f+g (die Summe
der beiden Funktionen), f − g (ihre Differenz) und f g (ihr Produkt) definiert durch

(f + g) (x) = f(x) + g(x) (3.1)

(f − g) (x) = f(x)− g(x) (3.2)

(f g) (x) = f(x) g(x) . (3.3)
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Ist zusätzlich g(x) 6= 0 für alle x ∈ A, so ist der Quotient
f

g
definiert durch(

f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
. (3.4)

Ist f eine Funktion und c eine reelle Zahl, so ist die Funktion c f (das c-fache von f)
definiert durch

(c f) (x) = c f(x) . (3.5)

Sind etwa f und g Polynomfunktionen (ohne gemeinsame Nullstelle und mit entspre-

chend eingeschränkter Definitionsmenge), so ist
f

g
eine rationale Funktion. Es können

auch beliebige Kombinationen dieser Operationen ausgeführt werden, wie etwa(
3 f − 4

f 2

g

)
(x) = 3 f(x)− 4

f(x)2

g(x)
. (3.6)

• Verkettung von Funktionen: Sind f und g Funktionen, so können wir versuchen, sie
hintereinander anzuwenden: Wir nehmen ein x, wenden die Funktion g an, um g(x) zu
bekommen, und wenden danach auf das Ergebnis die Funktion f an, um f(g(x)) zu
bekommen. Diese Vorgangsweise können wir schematisch so darstellen:

x 7−→
g

g(x) 7−→
f

f(g(x)) . (3.7)

Das funktioniert natürlich nur dann, wenn x in der Definitionsmenge von g und g(x) in
der Definitionsmenge von f liegt. Ist das für alle Elemente x einer Menge A ⊆ R der
Fall, so ist damit eine Funktion A → R definiert, die wir die Verkettung von f mit g
nennen und für die die Schreibweise f ◦ g verwendet wird:

(f ◦ g) (x) = f(g(x)) . (3.8)

Beachten Sie, dass die Lese-Reihenfolge nicht der Reihenfolge der Funktionsanwendung
entspricht! Wir lesen

”
f verkettet mit g“ oder

”
f von g von x“, aber die zugrundeliegende

mathematische Vorgangsweise besteht darin, zuerst g und erst danach f anzuwenden.

Verkettungen werden in der Praxis durch simples Einsetzen berechnet. Ist beispielsweise

f(x) = x2 + 3 (3.9)

und
g(x) = sin(x) , (3.10)

so ist
(f ◦ g) (x) = f(g(x)) = f(sin(x)) = sin2(x) + 3 . (3.11)

Beachten Sie, dass f(g(x)) hier
”
von innen“ her (also beginnend mit dem Einsetzen von

g(x)) berechnet wurde. Man könnte genauso gut so vorgehen:

(f ◦ g) (x) = f(g(x)) = g(x)2 + 3 = sin2(x) + 3 . (3.12)
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Im allgemeinen ist f ◦ g nicht dasselbe wie g ◦ f . Mit (3.9) und (3.10) ist

(g ◦ f) (x) = g(f(x)) = g(x2 + 3) = sin(x2 + 3) , (3.13)

was nicht gleich sin2(x) + 3 ist.

Auch Verkettungen von mehr als zwei Funktionen sind möglich. So kann die in der
Thermodynamik auftretende, durch

F (x) =
1

e1/x − 1
(3.14)

definierte Funktion F als Verkettung f ◦ g ◦ h mit f(x) =
1

x− 1
, g(x) = ex und

h(x) =
1

x
angesehen werden.

• Umkehrfunktionen: Hat eine auf der Menge A definierte Funktion die Eigenschaft,
dass jeder Funktionswert nur einmal auftritt (wir nennen sie dann injektiv), und wird
die Menge aller Funktionswerte (die Bildmenge) als B bezeichnet, so kann diese Funktion
als Abbildung f : A → B angesehen werden, wobei nicht nur jedem x ∈ A ein y =
f(x) ∈ B zugeordnet wird, sondern auch umgekehrt zu jedem Element y ∈ B genau
ein x ∈ A existiert, für das f(x) = y gilt. Die Zuordnung x 7→ y gibt die Wirkung von
f an. Die umgekehrte Zuordnung y 7→ x heißt Umkehrfunktion (oder inverse Funktion)
von f . Sie wird mit dem Symbol f−1 bezeichnet13, also f−1 : B → A. Es gilt dann stets

f−1(f(x)) = x für alle x ∈ A (3.15)

f(f−1(y)) = y für alle y ∈ B . (3.16)

Rechnerisch wird die Umkehrfunktion ermittelt, indem die Gleichung f(x) = y nach
x ∈ A gelöst wird.

Hier ein Beispiel: Wir bezeichnen mit R− die Menge der negativen reellen Zahlen. Sei
die Funktion f : R+ → R− definiert durch f(x) = − 1

3
x2. Da die Gleichung − 1

3
x2 = y

für jedes negative y genau eine positive Lösung x besitzt, nämlich x =
√
− 3 y, ist die

Umkehrfunktion f−1 : R− → R+ durch f−1(y) =
√
− 3 y gegeben. Möchte man als

Variablennamen x verwenden, so kann man das natürlich auch in der Form f−1(x) =√
− 3x anschreiben.

Werden die Graphen einer Funktion f und ihrer Umkehrfunktion f−1 in das gleiche
Diagramm eingezeichnet (wobei die unabhängige Variable in beiden Fällen auf der ersten
Achse lebt), so geht der Graph von f−1 aus dem Graphen von f durch Spiegelung an
der ersten Mediane (d.h. der Geraden durch den Ursprung mit Anstieg 1) hervor.

13 Achtung: f−1 ist nicht mit
1

f
zu verwechseln!



Der Funktionenzoo 15

Besitzt eine Funktion f : A → R nicht die geforderte Eigenschaft der Injektivität,
so lässt sich diese oft dadurch erzielen, dass die Definitionsmenge in geeigneter Weise
eingeschränkt wird, d.h. dass anstelle von f eine auf einer Teilmenge A′ von A definierte
Funktion betrachtet wird, die auf A′ mit f übereinstimmt und injektiv ist. Auf diese Weise
werden etwa die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen definiert (wie im Skriptum
Winkelfunktionen und ihre Graphen genauer beschrieben).

Umkehrfunktionen können mit Hilfe der Verkettung beschrieben werden: Bezeichnen wir
mit idM die auf der Menge M definierte identische Funktion, d.h. idM(x) = x für alle
x ∈M , so können die Beziehungen (3.15) und (3.16) auch in der Form

f−1 ◦ f = idA (3.17)

f ◦ f−1 = idB (3.18)

geschrieben werden.

4 Eigenschaften von Funktionen und ihren Graphen

Dieser letzte Abschnitt soll Ihnen dazu dienen, sich über Begriffe, die Eigenschaften von Funk-
tionen und Graphen beschreiben, zu orientieren (bzw. die entsprechenden Stellen später, wenn
Sie sie benötigen, nachzulesen).

Einige dieser Eigenschaften wurden bereits in früheren Skripten besprochen. Wir stellen sie
hier noch einmal zusammen und runden das Bild mit ein paar zusätzlichen Begriffen ab.
Dabei beschränken wir uns auf Eigenschaften, die ohne Differentialrechnung formuliert werden
können, und betrachten reelle Funktionen, d.h. Funktionen vom Typ f : A → R, wobei A
eine Teilmenge von R ist (in der Regel ganz R oder ein Intervall, eventuell unter Ausschluss
einzelner Stellen). Anstelle der Angabe

”
f : A → R“ sagen wir auch

”
eine auf A definierte

Funktion f“.

Die folgenden Begriffe sind mathematisch einigermaßen präzise beschrieben – auf jeden Fall
genau genug für die meisten Funktionen, die in technischen Anwendungen auftreten.

An mehreren Stellen wird von Intervallen gesprochen14. Wir meinen damit in allen Fällen
Intervalle, die nicht nur einen einzigen Punkt enthalten15. Dabei sind folgende zwei Tatsachen
wichtig: Liegt x in einem offenen Intervall (das durchaus sehr klein sein kann), so reicht die
Menge aller Zahlen, die außerhalb des Intervalls liegen, nicht beliebig nahe an x heran. Liegt x
in einem abgeschlossenen Intervall (das ebenfalls sehr klein sein kann), so kann die Menge aller
Zahlen, die außerhalb des Intervalls liegen, beliebig nahe an x heranreichen (nämlich dann,
wenn x ein Randpunkt ist).

14 Siehe dazu das Skriptum Die Ordnung der reellen Zahlen.
15 Mit anderen Worten: Wir schließen den Fall eines abgeschlossenen Intervalls der Form [a, a] aus.
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• Nullstellen: Ist f : A→ R eine Funktion, so nennen wir ein x0 ∈ A eine Nullstelle von
f , wenn f(x0) = 0 gilt. In der grafischen Darstellung entspricht ihr der Punkt (x0, 0),
der sowohl auf dem Graphen von f als auch auf der ersten Achse liegt.

– Beispiel: Die durch f(x) = x2 − 4 auf ganz R definierte Funktion f besitzt zwei
Nullstellen, nämlich −2 und 2.

• Globale Extremstellen: Sei f : A→ R eine Funktion, und sei x0 ∈ A.

� Wir nennen x0 eine globale Maximumstelle von f , wenn f(x0) von keinem Funk-
tionswert überschritten wird, d.h. wenn f(x0) ≥ f(x) für alle x ∈ A. Man sagt
dann, dass f an der Stelle x0 ein globales Maximum besitzt.

� Wir nennen x0 eine globale Minimumstelle von f , wenn f(x0) von keinem Funk-
tionswert unterschritten wird, d.h. wenn f(x0) ≤ f(x) für alle x ∈ A. Man sagt
dann, dass f an der Stelle x0 ein globales Minimum besitzt.

– Beispiel: Die durch f(x) =
1

1 + x2
auf ganz R definierte Funktion f besitzt an der

Stelle 0 ein globales Maximum. Sie besitzt aber kein globales Minimum. (Sehen
Sie sich ihren Graphen an!)

Eine Funktion kann mehrere (sogar unendlich viele) globale Maxima und Minima haben.
Alle globalen Maxima besitzen dann den gleichen (maximalen) Funktionswert, und alle
globalen Minima besitzen den gleichen (minimalen) Funktionswert.

– So ist beispielsweise jedes geradzahlige Vielfache von π (also . . . ,−4 π,−2π, 0, 2π,
4 π, . . . ) eine globale Maximumstelle der Cosinusfunktion und jedes ungeradzah-
lige Vielfache von π (also . . . ,−3π,−π, π, 3π, . . . ) eine globale Minimumstelle
der Cosinusfunktion. (Wenn Sie sich nicht genau genug an die Cosinusfunktion
erinnern, sehen Sie sich ihren Graphen an!)

• Lokale Extremstellen: Sei f : A→ R eine Funktion, und sei x0 ∈ A.

� Wir nennen x0 eine lokale Maximumstelle von f , wenn es ein offenes Intervall I gibt
mit x0 ∈ I ⊆ A, in dem f(x0) von keinem Funktionswert überschritten wird. Man
sagt in diesem Fall, dass f an der Stelle x0 ein lokales (oder relatives) Maximum
besitzt. Der Punkt (x0, f(x0)) auf dem Graphen von f heißt dann Hochpunkt.

� Wir nennen x0 eine lokale Minimumstelle von f , wenn es ein offenes Intervall I gibt
mit x0 ∈ I ⊆ A, in dem f(x0) von keinem Funktionswert unterschritten wird. Man
sagt in diesem Fall, dass f an der Stelle x0 ein lokales (oder relatives) Minimum
besitzt. Der Punkt (x0, f(x0)) auf dem Graphen von f heißt dann Tiefpunkt.

Jedes globale Extremum ist ein lokales Extremum (aber nicht umgekehrt).

– Beispiel: Die durch f(x) = (x2 − 1)2 auf ganz R definierte Funktion f besitzt an
den Stellen −1 und 1 lokale Minima, die gleichzeitig globale Minima sind. An der
Stelle 0 besitzt sie ein lokales Maximum, das kein globales Maximum ist. (Sehen
Sie sich ihren Graphen an!)
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• Positivität: Sei f : A→ R eine Funktion.

� Wir nennen f eine positive Funktion, wenn f(x) > 0 für alle x ∈ A.

� Wir nennen f eine nicht-negative Funktion, wenn f(x) ≥ 0 für alle x ∈ A.

� Wir nennen f eine negative Funktion, wenn f(x) < 0 für alle x ∈ A.

Der Graph einer positiven (negativen) Funktion liegt oberhalb (unterhalb) der ersten
Achse. Diese Eigenschaften können sinngemäß auf Teilbereiche von A eingeschränkt
werden.

– Beispiel: Die durch f(x) = x2 − 4 auf ganz R definierte Funktion f ist in den
Intervallen (−∞,−2) und (2,∞) positiv und im Intervall (−2, 2) negativ. In den
Intervallen (−∞,−2] und [2,∞) ist sie nicht-negativ.

• Monotonie: Sei f : A→ R eine Funktion.

� f heißt monoton wachsend (oder monoton steigend), wenn für beliebige x1, x2 ∈ A
gilt: Aus x1 < x2 folgt f(x1) ≤ f(x2).

� f heißt streng monoton wachsend (oder streng monoton steigend), wenn für be-
liebige x1, x2 ∈ A gilt: Aus x1 < x2 folgt f(x1) < f(x2).

� f heißt monoton fallend, wenn für beliebige x1, x2 ∈ A gilt: Aus x1 < x2 folgt
f(x1) ≥ f(x2).

� f heißt streng monoton fallend, wenn für beliebige x1, x2 ∈ A gilt: Aus x1 < x2
folgt f(x1) > f(x2).

Eine streng monotone Funktion ist (sofern ihre Zielmenge auf die Bildmenge einge-
schränkt wird) umkehrbar (injektiv), d.h. sie besitzt eine Umkehrfunktion.

Der Graph einer streng monoton wachsenden (fallenden) Funktion steigt mit zunehmen-
dem Argument an (fällt mit zunehmendem Argument ab). Diese Eigenschaften können
sinngemäß auf Teilbereiche von A eingeschränkt werden.

– Beispiel: Die durch f(x) = x2 auf ganz R definierte Funktion f ist im Intervall
(−∞, 0] (streng) monoton fallend und im Intervall [0,∞) (streng) monoton wach-
send.

• Beschränktheit und Schranken: Sei f : A→ R eine Funktion.

� f heißt nach unten beschränkt, wenn es ein c ∈ R gibt, sodass f(x) ≥ c für alle
x ∈ A. Jedes derartige c heißt untere Schranke von f .

� f heißt nach oben beschränkt, wenn es ein C ∈ R gibt, sodass f(x) ≤ C für alle
x ∈ A. Jedes derartige C heißt obere Schranke von f .

� Eine Funktion heißt beschränkt, wenn sie nach unten und nach oben beschränkt
ist.
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Der Graph einer nach unten (oben) beschränkten Funktion liegt oberhalb (unterhalb) ei-
ner zur ersten Achse parallelen Geraden. Ist eine Funktion nach unten (oben) beschränkt,
so besitzt sie eine größte untere (kleinste obere) Schranke.

– Beispiel: Für die durch f(x) = x2 − 1 auf ganz R definierte Funktion f ist jede
reelle Zahl ≤ −1 eine untere Schranke (die größte untere Schranke ist demnach
−1), während sie keine obere Schranke besitzt. f ist also nach unten beschränkt,
nicht aber nach oben.

– Beispiel: Hingegen ist die durch g(x) =
1

x2 + 4
auf ganz R definierte Funktion g

beschränkt. Ihre größte untere Schranke ist 0, ihre kleinste obere Schranke ist 1
4
.

Es gilt also 0 ≤ g(x) ≤ 1
4

für alle x ∈ R. (Sehen Sie sich den Graphen von g an!)

• Gerade/ungerade16: Eine Funktion f : A → R, von der wir annehmen, dass ihre
Definitionsmenge A symmetrisch zum Nullpunkt liegt (d.h. für jedes x ∈ A soll auch
−x ∈ A gelten), heißt gerade, wenn

f(−x) = f(x) für alle x ∈ A, (4.1)

und ungerade, wenn
f(−x) = −f(x) für alle x ∈ A . (4.2)

Der Graph einer geraden Funktion liegt symmetrisch zur zweiten Achse. Der Graph einer
ungeraden Funktion geht nach einer Punktspiegelung am Ursprung (oder, was dasselbe
ist, nach einer Drehung um den Ursprung um 180◦) in sich selbst über. Ist eine ungerade
Funktion an der Stelle 0 definiert, so ist ihr Funktionswert dort gleich 0.

Nicht jede Funktion mit bezüglich 0 symmetrischer Definitionsmenge ist gerade oder
ungerade, aber jede derartige Funktion F kann eindeutig als Summe einer geraden und
einer ungeraden Funktion dargestellt werden: F = Fgerade + Fungerade, wobei

Fgerade(x) =
1

2
(F (x) + F (−x)) (4.3)

Fungerade(x) =
1

2
(F (x)− F (−x)) . (4.4)

– Beispiele: Die Cosinusfunktion ist gerade, die Sinus- und die Tangensfunktion sind
ungerade.

– Beispiel: Die durch f(x) =
x2

x2 − 1
auf R\{−1, 1} definierte Funktion f ist gerade.

– Beispiel: Die durch g(x) =
x

x2 + 1
auf ganz R definierte Funktion g ist ungerade.

– Beispiel: Die durch h(x) = x2 + x auf ganz R definierte Funktion h ist weder
gerade noch ungerade.

16 Das Hauptwort, das die Gerade-ungerade-Eigenschaft bezeichnet, lautet Parität. Manchmal finden Sie
dafür auch den Ausdruck Symmetrie.



Der Funktionenzoo 19

• Periodizität: Wir nennen eine Funktion f : A → R periodisch mit Periode L >
0, wenn17 f(x + L) = f(x) für alle x ∈ A. Um die Periodizität einer Funktion zu
charakterisieren, wird meist die kleinste Periode angegeben18. Stellt x die Zeit dar, so
wird die kleinste Periode auch Periodendauer genannt.

Der Graph einer periodischen Funktion
”
wiederholt sich“ immer wieder in Abständen

der Periode.

– Beispiele: Die Sinus- und die Cosinusfunktion sind periodisch mit (kleinster) Periode
2 π.

– Beispiel: Die Tangensfunktion ist periodisch mit (kleinster) Periode π. Sie ist an
allen Stellen der Form π

2
+ nπ für n ∈ Z nicht definiert. Auch diese Stellen liegen

im Abstand π, fügen sich also in das periodische Muster ein. (Wenn Sie sich nicht
genau genug an die Tangensfunktion erinnern, sehen Sie sich ihren Graphen an!)

• Stetigkeit: Der genaue Begriff der Stetigkeit ist ein bisschen schwierig zu fassen, wes-
halb wir hier nur eine intuitive Formulierung angeben. Wir nennen eine Funktion stetig,
wenn eine kleine Änderung des Arguments nur eine kleine Änderung des Funktionswerts
bewirkt. Geometrisch bedeutet das, dass man den Graphen einer stetigen Funktion (ge-
danklich) in einem Zug zeichnen kann, ohne abzusetzen19.

– Beispiel: Die durch f(x) =

{
0 x < 0
1 x ≥ 0

auf ganz R definierte Funktion f ist

an der Stelle 0 unstetig, da sie dort eine Sprungstelle besitzt. In den Intervallen
(−∞, 0) und [0,∞) ist sie stetig.

• Singularitäten: Sei f : A → R eine stetige Funktion. Eine Singularität von f ist eine
Stelle x0 ∈ R, an der f nicht definiert ist, für die aber ein Intervall I existiert mit
x0 ∈ I, innerhalb dessen f an allen Stellen x 6= x0 definiert ist20. Dann ist also f
nicht an der Stelle x0 definiert, wohl aber in einem zusammenhängenden Bereich, der
(entweder beidseitig oder einseitig) beliebig nahe an x0 heranreicht. Es gibt verschiedene
Arten von Singularitäten, deren wichtigste Typen die folgenden sind:

� x0 heißt (stetig) hebbare Definitionslücke, wenn es ein c ∈ R gibt, sodass die auf

A∪{x0} definierte Funktion f̃(x) =

{
f(x) falls x ∈ A
c falls x = x0

an der Stelle x0 stetig

ist. Wir nennen f̃ die (stetige) Erweiterung von f und schreiben

lim
x→x0

f(x) = c , (4.5)

17 Genau genommen muss man zusätzlich verlangen, dass für jedes x ∈ A auch x− L ∈ A und x+ L ∈ A
gilt.

18 Alle periodischen Funktionen, die in technischen Anwendungen auftreten – außer der konstanten Funktion,
für die jedes positive L eine Periode ist –, besitzen eine kleinste Periode.

19 Es gibt Funktionen, bei denen es Schwierigkeiten macht, dieses intuitive Bild anzuwenden. Sie treten aber
in technischen Anwendungen so gut wie nie auf.

20 Formal ausgedrückt: Es muss gelten x0 /∈ A und I\{x0} ⊆ A.
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um anzudeuten, dass f(x) gegen c strebt, wenn x gegen x0 strebt21.

� x0 heißt Polstelle (kurz Pol) der Ordnung n (n ∈ N mit n ≥ 1), wenn f in der
Form

f(x) =
u(x)

(x− x0)n
(4.6)

dargestellt werden kann, wobei die auf A definierte Funktion u an der Stelle x0
stetig und von 0 verschieden ist oder an der Stelle x0 eine hebbare Definitionslücke
besitzt und ihre stetige Erweiterung ũ an der Stelle x0 von 0 verschieden ist. Für
Stellen x, die sehr nahe bei x0 liegen, kann f daher in der Form

f(x) ≈ c

(x− x0)n
(4.7)

approximiert werden, wobei c = u(x0) 6= 0 bzw. c = ũ(x0) 6= 0 ist. Das zeigt, dass
ein Pol eine

”
Unendlichkeitsstelle“ ist. Die Ordnung n einer Polstelle ist ein Maß

dafür,
”
wie schnell“ |f(x)| bei Annäherung x→ x0 ”

gegen Unendlich geht“.

Generell ist jede
”
Unendlichkeitsstelle“ eine Singularität, auch wenn sie keine Polstelle

ist.

– Beispiel: Die durch f(x) =
sinx

x
auf R\{0} definierte Funktion f besitzt an der

Stelle 0 eine hebbare Definitionslücke. Für die stetige Erweiterung f̃ gilt f̃(0) = 1.

Mit anderen Worten: Es gilt lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

– Beispiel: Die durch g(x) =
3

(x− 1)2
auf R\{1} definierte Funktion g besitzt an

der Stelle 1 einen Pol der Ordnung 2 (oder: einen Pol zweiter Ordnung).

– Beispiel: Die durch h(x) =
4x

(x+ 3)2 (x− 2)
auf R\{−3, 2} definierte Funktion

h besitzt an der Stelle −3 einen Pol zweiter Ordnung und an der Stelle 2 einen

Pol erster Ordnung. In der Nähe der Stelle −3 kann sie durch h(x) ≈ 12

5 (x+ 3)2

approximiert werden, denn dort ist
4x

x− 2
≈ 12

5
. In der Nähe der Stelle 2 kann sie

durch h(x) ≈ 8

25 (x− 2)
approximiert werden, denn dort ist

4x

(x+ 3)2
≈ 8

25
.

– Beispiel: Die durch s(x) =
1√
x

auf R+ definierte Funktion s besitzt an der Stelle

0 eine Singularität (die allerdings kein Pol ist).

21 Um anzudeuten, dass das nur für eine Annäherung an x0 von links bzw. rechts der Fall ist, kann auch
die Schreibweise lim

x↑x0

bzw. lim
x↓x0

verwendet werden.
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– Beispiel: Die durch w(x) = e−1/x auf R∗ definierte Funktion w besitzt an der Stelle
0 eine Singularität (die ebenfalls kein Pol ist – sie wird

”
wesentliche Singularität“

genannt).

• Asymptoten: Eine Asymptote einer reellen Funktion f ist, bildlich gesprochen, eine
Gerade, der der Graph von f

”
beliebig nahe kommt“ (an die er sich

”
asymptotisch“

annähert). Es gibt zwei Arten von Asymptoten:

� Ist f von der Form f(x) = k x + d + v(x), wobei v(x) für x → ∞ oder für
x → −∞ gegen 0 strebt, so ist der Graph der durch `(x) = k x + d definierten
linearen Funktion ` (eine Gerade mit Anstieg k) eine Asymptote von f .

� Ist x0 eine Unendlichkeitsstelle (z.B. ein Pol) von f , so ist die (
”
vertikale“) Gerade,

die aus allen Punkten der Form (x0, y) besteht (d.h. die durch die Gleichung x = x0
beschriebene Gerade), eine Asymptote von f . Eine Asymptote dieser Art ist nicht
der Graph einer Funktion.

– Beispiel: Die durch f(x) =
1

x
auf R\{0} definierte Funktion besitzt die beiden

Koordinatenachsen als Asymptoten.

– Beispiel: Die durch g(x) =
2x2 + 5

x− 3
auf R\{3} definierte Funktion besitzt den

Graphen der durch `(x) = 2x + 6 definierten linearen Funktion ` und die durch
die Gleichung x = 3 beschriebene (

”
vertikale“) Gerade als Asymptoten. (Sehen Sie

sich die Graphen von g und ` an!)

– Beispiel: Die durch h(x) =
1√
x
+ x auf R+ definierte Funktion besitzt die zweite

Achse sowie den Graphen der durch `(x) = x definierten linearen Funktion ` als
Asymptoten. (Sehen Sie sich die Graphen von h und ` an!)

Der Begriff der Asymptote kann verallgemeinert werden: Nähern sich die Werte einer
reellen Funktion f für x → ∞ oder x → −∞ jenen einer Funktion g im Sinne von
lim
x→∞

(f(x)− g(x)) = 0 oder lim
x→−∞

(f(x)− g(x)) = 0 (
”
asymptotisch“) an, so wird der

Graph von g eine asymptotische Linie für f genannt.

• Konvex/konkav: Eine auf einem Intervall A definierte reelle Funktion f

� heißt konvex, wenn jede Verbindungsstrecke zweier Punkte des Graphen von f
nirgends unterhalb des Graphen liegt. Der Graph wird dann auch

”
nach oben offen“

genannt. Manchmal wird er auch als
”
linksgekrümmt“ bezeichnet22.

22 In der Regel behält man sich diesen Ausdruck aber für Funktionen vor, die
”
zweimal stetig differenzierbar“

sind – eine Eigenschaft, die – ebenso wie der Begriff der
”
Krümmung“ – auf die Differentialrechnung verweist,

die wir hier ausgespart haben.
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� heißt konkav, wenn jede Verbindungsstrecke zweier Punkte des Graphen von f
nirgends oberhalb des Graphen liegt. Der Graph wird dann auch

”
nach unten offen“

genannt. Manchmal wird er auch als
”
rechtsgekrümmt“ bezeichnet23.

Bisweilen findet sich in der Literatur die Formulierung, eine Funktion f sei konvex (kon-
kav), wenn jede Verbindungsstrecke zweier Punkte ihres Graphen oberhalb (unterhalb)
des Graphen liegt. Das ist nicht ganz präzise, da die Endpunkte einer solchen Verbin-
dungsstrecke weder unterhalb noch oberhalb des Graphen liegen, sondern genau auf
ihm.

Diese Eigenschaften können sinngemäß auf Teilbereiche von A eingeschränkt werden.

– Beispiel: Die durch f(x) = x2 auf ganz R definierte Funktion f ist konvex.

– Beispiel: Die durch g(x) = −x2 auf ganz R definierte Funktion g ist konkav.

– Beispiel: Die durch h(x) = x3 auf ganz R definierte Funktion h ist im Intervall
(−∞, 0] konkav und im Intervall [0,∞) konvex.

• Algebraisch/transzendent: Eine Funktion f heißt algebraisch, wenn f(x) eine (
”
alge-

braische“) Gleichung der Form
p(f(x)) = 0 (4.8)

erfüllt, wobei p ein Polynom ist, dessen Koeffizienten Polynome in x sind24. Insbesonde-
re sind Polynome und Wurzelfunktionen sowie alle Funktionen, die durch (punktweise)
Anwendung der Grundrechnungsarten aus ihnen gewonnen werden können, algebraisch.
Es gibt auch algebraische Funktionen, die nicht durch einen

”
geschlossenen“ Funktions-

term dargestellt werden können (nämlich dann, wenn die algebraische Gleichung, der
eine solche Funktion genügt, keine

”
Lösungsformel“ besitzt). Eine Funktion, die nicht

algebraisch ist, heißt transzendent.

– Beispiel: Die durch f(x) =
x3 −

√
x4 + 7x2 + 5(

x+ 3
√
x2 + 3

)5
+ 4

auf ganz R definierte Funktion f

ist algebraisch.

– Beispiel: Die Lösungen g(x) der Gleichung

g(x)5 + x g(x) = 1 (4.9)

stellen algebraische Funktionen dar (die allerdings nicht durch einen geschlossenen
Funktionsterm ausgedrückt werden können).

– Beispiele: Sinus, Cosinus, Tangens sowie die Exponential- und Logarithmusfunktio-
nen sind transzendent.

23 Hier gilt ebenfalls das in Fußnote 22 Gesagte.
24 Was mit (4.8) gemeint ist, wird oft – genauer – in der Form P (x, f(x)) = 0 geschrieben, wobei P ein

Polynom in zwei Variablen ist.
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Die Unterscheidung in algebraische und transzendente Funktionen ist zwar in der Praxis
technischer Anwendungen nicht wichtig, aber für den Fall, dass Sie (etwa in einem
Text über Ingenieurmathematik) lesen, die Winkel- und Exponentialfunktionen seien
transzendente Funktionen, wissen Sie nun, was das bedeutet.

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juni 2015 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
http://www.mathe-online.at/
http://www.technikum-wien.at/
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Dieses Skriptum gibt eine kompakte Einführung in die Differentialrechnung, einem
wesentlichen Teilgebiet der Analysis.

1 Die Ableitung

Einer der zentralen Begriffe bei der Diskussion linearer Funktionen1 war jener der Änderungsrate,
genauer: der mittleren oder durchschnittlichen Änderungsrate oder Änderungsrate in einem In-
tervall : Ist f eine lineare Funktion und wird der Funktionswert f(x0) an einer Stelle x0 mit dem
Funktionswert f(x0 + ∆x) an der Stelle x0 + ∆x verglichen (wir haben damals ∆x > 0 vor-
ausgesetzt, sodass von x0 aus ein Stück ∆x

”
vorgerückt“ wird), so drückt die Änderungsrate

von f die Änderung des Funktionswerts ∆f
”
pro vorgerückter Strecke ∆x“ aus:

Änderungsrate von f im Intervall [x0, x0 + ∆x] =
∆f

∆x
=
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
. (1.1)

Sie hängt nicht von der konkreten Wahl der Stelle x0 und der Strecke ∆x, um die vorgerückt
wird, ab, gilt also generell für die (lineare) Funktion als Ganzes. Der Graph von f ist eine
Gerade, deren Anstieg gleich der Änderungsrate ist.

In (1.1) können wir ohne weiteres auch ∆x < 0 zulassen, was bedeutet, von x0 aus ein Stück
nach links zu gehen und die entsprechende Änderung ∆f des Funktionswerts auf die Änderung
∆x der unabhängigen Variable zu beziehen. Das Ergebnis ändert sich dadurch nicht.

1 Siehe das Skriptum Lineare Funktionen und ihre Graphen.

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
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Abbildung 1: Zur Definition der Ableitung: Die mittlere Änderungsrate (1.4) der Funktion
f beim Übergang von x0 zu x0 +h (der Differenzenquotient) ist gleich dem Anstieg ∆f/∆x
der (strichliert eingezeichneten) Sekante. Im Grenzübergang h → 0 rückt x0 + h immer
näher an x0 heran, und die Sekante geht in die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(x0, f(x0)) über. Deren Anstieg ist die Ableitung von f an der Stelle x0. Interpretiert als
Differentialquotient df/dx ist die Ableitung das entsprechende Verhältnis

”
infinitesimaler“

Änderungen. Da
”
unendlich kleine Größen“ kein sinnvolles Konzept sind (und man sie sich

überdies nicht vorstellen kann), denkt man sich dx und df ersatzweise als sehr klein. Das
kleine grüne Steigungsdreieck ist hier innerhalb des Bereichs angesiedelt, in dem Tangente
und Sekante

”
praktisch übereinstimmen“. Mathematisch macht der Anstieg, den es misst,

aber nur im Grenzübergang h→ 0 Sinn.

Nun sei f eine Funktion, die nicht notwendigerweise linear ist. Praktisch alle Funktionen,
die Sie kennen, haben Kurven2 als Graphen. Für eine solche Funktion kann ebenfalls die
Änderungsrate beim Übergang von einer Stelle x0 zu einer benachbarten Stelle x1 = x0 + ∆x
betrachtet werden. Der Kürze halber werden wir ∆x im Folgenden mit h bezeichnen, haben
also

∆x = x1 − x0 = h, (1.2)

wobei wir voraussetzen, dass h 6= 0 ist. Die Änderung des Funktionswerts beim Übergang von
x0 zu x1 ist durch

∆f = f(x1)− f(x0) = f(x0 + h)− f(x0) (1.3)

2 Das gilt auch für lineare Funktionen, denn aus mathematischer Sicht ist auch eine Gerade eine Kurve.
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gegeben. Die entsprechende mittlere Änderungsrate ist dann gleich dem Quotienten

mittlere Änderungsrate beim Übergang von x0 zu x0 + h =

=
∆f

∆x
=
f(x0 + h)− f(x0)

h
. (1.4)

Als Quotient zweier Differenzen (Differenz der Funktionswerte dividiert durch Differenz der
x-Werte) wird sie auch als Differenzenquotient bezeichnet. Da f nicht mehr als linear
vorausgesetzt wird, besitzt die Größe (1.4) eine andere, allgemeinere Bedeutung als (1.1): Sie
ist der Anstieg jener Geraden, die durch die Punkte (x0, f(x0)) und (x0 + h, f(x0 + h)), die
beide auf dem Graphen von f liegen, verläuft. Wir nennen eine solche Gerade Sekante (in
Abbildung 1, die auch andere Aspekte zeigt, auf die wir noch zu sprechen kommen, strichliert
dargestellt). Im allgemeinen Fall wird die mittlere Änderungsrate (1.4) nun von den beiden
Stellen x0 und x0 + h abhängen, ist also nicht mehr eine für die Funktion als Ganzes gültige
Konstante.

Anwendungsbeispiel: Wird die Zeit durch die Variable t dargestellt und bezeichnet
s(t) jene Kilometermarkierung entlang einer Straße, bei der sich ein Fahrzeug,
das sich nicht unbedingt mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, zum Zeitpunkt
t befindet, so ist die Änderungsrate von s beim Übergang von t0 zu t0 + ∆t, also
(mit der Bezeichnung ∆t = h)

∆s

∆t
=
s(t0 + h)− s(t0)

h
, (1.5)

gleich der Durchschnittsgeschwindigkeit des Fahrzeugs zwischen den Zeitpunkten
t0 und t0 + h.

Die Frage, mit der die Differentialrechnung beginnt, lautet: Ist es möglich, für eine Funktion
f eine momentane Änderungsrate (oder lokale Änderungsrate) an einer einzigen Stelle
x0 zu definieren (und zu berechnen)?

Für das Beispiel des bewegten Fahrzeugs wäre zu erwarten, dass eine solche mo-
mentane Änderungsrate die Momentangeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt t0 an-
gibt.

In (1.4) einfach h = 0 zu setzen, funktioniert nicht, da wir dann eine Division
”
Null durch Null“

bekämen. Die zentrale Idee, diesem Problem zu entkommen, besteht nun darin, x0 festzuhalten,
die mittleren Änderungsraten von f beim Übergang von x0 zu x0 +h für h 6= 0 zu betrachten
und einen

”
Grenzübergang“ h → 0 durchzuführen. Stellen Sie sich dabei intuitiv vor, dass h

schrittweise immer näher zur Zahl 0 rückt (egal, ob von links oder von rechts). Wenn im Zuge
eines solchen gedanklichen Prozesses die mittlere Änderungsrate einer wohlbestimmten Zahl
zustrebt, und zwar unabhängig davon, wie die schrittweise Annäherung h → 0 durchgeführt
wird, so nennen wir diese Zahl die Ableitung von f an der Stelle x0 und schreiben sie in der
Form3

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
(1.6)

3 Ausgesprochen
”
f Strich“.
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an4. Hier haben wir die gesuchte momentane Änderungsrate an der Stelle x0 ! Falls sie existiert,
nennen wir f an der Stelle x0 differenzierbar.

Beispiel: Wir berechnen die Ableitung der durch f(x) = x2 definierten Funktion
f an der Stelle 3. Die Änderungsrate beim Übergang von der Stelle 3 zur Stelle
3 + h ist gegeben durch

mittlere Änderungsrate beim Übergang von 3 zu 3 + h =

=
f(3 + h)− f(3)

h
=

(3 + h)2 − 32

h
= (1.7)

=
9 + 6h+ h2 − 9

h
=

6h+ h2

h
= 6 + h .

Gehen sie diese kurze Rechnung im Detail durch! Mit ihrem Ergebnis können wir
nun den Grenzübergang h → 0 sehr leicht durchführen, denn klarerweise strebt
6 + h für h→ 0 gegen 6. Damit ist gezeigt, dass die Ableitung der Funktion f an
der Stelle 3 existiert und gleich 6 ist:

f ′(3) = 6 . (1.8)

Die geometrische Bedeutung der Ableitung erschließt sich, indem wir uns vorstellen, wie der
Grenzübergang h → 0 in der grafischen Darstellung aussieht. Da x0 + h immer näher an x0
heranrückt, geht die Sekante in die Tangente an den Graphen im Punkt (x0, f(x0)) über,
und die Ableitung ist gleich dem Anstieg dieser Tangente (siehe Abbildung 1). Die Ableitung
einer Funktion f an einer Stelle x0 existiert genau dann, wenn der Graph von f im Punkt
(x0, f(x0)) eine wohldefinierte Tangente mit endlichem Anstieg (d.h. eine Tangente, die nicht
“vertikal“ verläuft) besitzt. Wir können diesen Sachverhalt auch so ausdrücken: Eine Funktion
ist an einer Stelle differenzierbar, wenn sie sich in unmittelbarer Nachbarschaft dieser Stelle
durch eine lineare Funktion (deren Graph die Tangente ist) approximieren lässt.

Nicht jede Funktion ist an allen Stellen differenzierbar. So hat beispielsweise der
Graph der Betragsfunktion g : x 7→ |x| im Ursprung einen Knick (siehe Abbil-
dung 2), besitzt also dort keine wohldefinierte Tangente. Das macht sich auch in
der Berechnung bemerkbar: Für h 6= 0 gilt

mittlere Änderungsrate beim Übergang von 0 zu h =

=
g(h)− g(0)

h
=
|h| − |0|

h
=
|h|
h

= Vorzeichen von h . (1.9)

Nun lässt sich der Grenzübergang h → 0 für die mittlere Änderungsrate nicht
mehr durchführen: Je nachdem, ob sich h von links (h < 0) oder von rechts
(h > 0) der Stelle 0 annähert, erhalten wir −1 oder 1. Wir könnten h auch mit
wechselndem Vorzeichen gegen 0 streben lassen, mit dem Effekt, dass die mittlere
Änderungsrate (1.9) zwischen −1 und 1 hin und her springt. Daraus schließen wir,
dass die Betragsfunktion an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist.

4 In einer mathematisch exakteren Vorgangsweise würde man zur Durchführung dieses
”
schrittweisen“

Grenzübergangs konvergente Folgen benutzen, auf die wir hier aber nicht eingehen.
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Abbildung 2: Der Graph der Betragsfunktion x 7→ |x|. Der Knick im Punkt (0, 0) zeigt,
dass die Betragsfunktion an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist.

An allen Stellen x0 6= 0 hingegen ist die Betragsfunktion differenzierbar: Für x0 > 0
fällt die Tangente mit dem Graphen der linearen Funktion x 7→ x (mit Steigung 1)
zusammen, die Ableitung ist daher an allen positiven Stellen gleich 1. Für x0 < 0
fällt die Tangente mit dem Graphen der linearen Funktion x 7→ −x (mit Steigung
−1) zusammen, die Ableitung ist daher an allen negativen Stellen gleich −1.

Alle Funktionen, die in den bisherigen Skripten besprochen wurden, sind an fast allen Stellen
ihrer Definitionsmenge differenzierbar. Die Berechnung von Ableitungen ist für viele Anwen-
dungen von besonderer Bedeutung. Um eine handliche Formel zur Hand zu haben, ersetzen
wir in (1.6) die etwas schwerfällige Benennung x0 durch ein simples x und schreiben

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(1.10)

für die Ableitung der Funktion f an der Stelle x. Diese Form zeigt uns auch recht schön an, dass
die Ableitung (vorausgesetzt, sie existiert an allen Stellen x) selbst eine Funktion f ′ : x 7→ f ′(x)
ist – die Ableitungsfunktion (meist kurz als

”
Ableitung“ bezeichnet). Damit können wir

Ableitungen nicht nur an einzelnen Stellen berechnen, deren Zahlenwerte vorgegeben sind,
sondern ganz allgemein an beliebigen Stellen, an denen sie existieren.

Beispiel: Wir haben oben die Ableitung der durch f(x) = x2 definierten Funktion
f an der Stelle 3 berechnet. Nun berechnen wir die Ableitung dieser Funktion an
einer beliebigen Stelle x: Die mittlere Änderungsrate (der Differenzenquotient) ist
gegeben durch

mittlere Änderungsrate beim Übergang von x zu x+ h =

=
f(x+ h)− f(x)

h
=

(x+ h)2 − x2

h
= (1.11)

=
x2 + 2xh+ h2 − x2

h
=

2xh+ h2

h
= 2x+ h .
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Nun können wir den Grenzübergang h→ 0 durchführen. Klarerweise strebt 2x+h
für h→ 0 gegen 2x. Damit ist gezeigt, dass die Funktion f überall differenzierbar
ist und dass ihre Ableitungsfunktion f ′ durch

f ′(x) = 2x (1.12)

gegeben ist.

Das Ermitteln der Ableitung einer Funktion nennen wir auch
”
eine Funktion differenzieren“.

Um ein Gefühl für einige weitere Bezeichnungen und Schreibweisen der Differentialrechnung zu
bekommen, sehen Sie sich die Definition der mittleren Änderungsrate (1.4), die wir auch Diffe-
renzenquotient genannt haben, noch einmal an! Dort steht ∆x für eine Änderung des x-Werts
und ∆f für die zugehörige Änderung des Funktionswerts. Wird ∆x (also h) immer kleiner, so
wird (wir nehmen an, dass f differenzierbar ist) auch ∆f immer kleiner. Das Verhältnis (der
Quotient) dieser beiden immer kleiner werdenden Größen strebt einem wohldefinierten Wert
(eben der Ableitung f ′) zu. Für die Ableitung hat sich schon früh die Schreibweise

df

dx
(1.13)

eingebürgert, wobei man sich dx und df (sofern das überhaupt möglich ist) als
”
praktisch

unendlich kleine“ Änderungen der Stelle und des Funktionswerts (sogenannte
”
infinitesima-

le“ Größen) vorstellte. Mathematische Gedankenobjekte dieser Art wurden
”
Differentiale“ ge-

nannt. Die Ableitung, in der Schreibweise (1.13) als
”
Quotient von Differentialen“ gedeutet,

wurde daher als Differentialquotient bezeichnet. Der Grenzübergang h → 0 ist in diesem
Sinn ein Übergang

Differenzenquotient→ Differentialquotient . (1.14)

In technischen Anwendungen stellt man sich unter dx und df meist Änderungen vor, die so
klein sind, dass ihr Quotient praktisch gleich der Ableitung ist. Das ist in Abbildung 1 in Form
des kleinen grünen Steigungsdreiecks illustriert.

Für den Funktionswert der Ableitungsfunktion, f ′(x), werden auch oft die Schreibweisen

df(x)

dx
oder

df

dx
(x) oder

d

dx
f(x) , (1.15)

verwendet, wobei das Symbol
d

dx
die Aufforderung

”
bilde die Ableitung nach x“ bezeichnet.

Unter Verwendung dieser äußerst nützlichen Schreibweise ist beispielsweise klar, dass mit

d

dt

(
A sin(ω t)

)
(1.16)

die Ableitung der durch f(t) = A sin(ω t) definierten Funktion f gemeint ist, wobei A und ω
als Konstanten aufzufassen sind, die sich beim Übergang von t zu t+ h nicht ändern.

Wir erwähnen noch eine weitere Form, die Definition der Ableitung anzuschreiben: Bezeichnen
wir in (1.6) die Stelle x0 +h als x, so ist h = x−x0, und der Grenzübergang h→ 0 bedeutet,
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dass x gegen x0 strebt. Das wird durch die Schreibweise x → x0 ausgedrückt. Anstelle von
(1.6) können wir daher für die Ableitung von f an der Stelle x0 auch schreiben

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
. (1.17)

Alle drei Formeln (1.6), (1.10) und (1.17) drücken in unterschiedlicher Schreibweise das Gleiche
aus und finden sich in der mathematischen Literatur.

2 Ableitungen der elementaren Funktionen

Nachdem wir im vorigen Abschnitt erfolgreich die Ableitung der Funktion x 7→ x2 berechnet
haben, stellt sich die Frage, wie die Ableitungen der anderen Funktionen, die Sie kennen,
aussehen. Die Ableitungen von Polynomfunktionen können ganz analog berechnet werden wie
oben anhand des Beispiels x 7→ x2 vorgeführt. In anderen Fällen ist die Herleitung nicht so
einfach. Wir verzichten auf die Details der Begründungen und geben zunächst die Ableitungen
der wichtigsten

”
elementaren“ Funktionen an, aus denen dann (im darauffolgenden Abschnitt)

die Ableitungen weiterer, aus diesen zusammengesetzter Funktionen gewonnen werden können.
Dabei benutzen wir eine kompakte Schreibweise, die es uns erspart, jeder Funktion einen
eigenen Namen zu geben: Wir setzen den Funktionsterm in Klammern und kennzeichnen die

”
Ableitung nach x“ mit einem Strich. Das bedeutet, dass wir uns erlauben (obwohl es nicht

ganz korrekt ist), anstelle von f ′(x) einfach (f(x))′ zu schreiben. Dass die Ableitung der
Funktion f : x 7→ x2 durch f ′(x) = 2 x (oder f ′ : x 7→ 2x) gegeben ist, wird dann kurz durch(

x2
)′

= 2x (2.1)

ausgedrückt. Wenn es Ihnen lieber ist, können Sie stattdessen auch

d

dx

(
x2
)

= 2x oder einfach
d

dx
x2 = 2x (2.2)

schreiben. Wann immer eine Funktion bereits einen Namen hat (wie z.B. sin für die Sinusfunk-
tion), bleiben wir bei der Schreibweise, den Strich unmittelbar an diesen Namen zu hängen
(also mit dem Symbol sin′ die Ableitungsfunktion der Sinusfunktion und mit sin′(x) ihren
Funktionswert an der Stelle x zu bezeichnen).

• Ableitungen von Potenzfunktionen5: Für jedes r ∈ R gilt

(xr)′ = r xr−1 . (2.3)

Diese Regel sollten sie auf jeden Fall auswendig wissen! Als Spezialfall für r = 2 folgt
daraus sofort (2.1). Für r = 0 folgt mit

(1)′ = 0 (2.4)

5 Für Potenzfunktionen siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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die (wenig überraschende) Erkenntnis, dass die Ableitung der konstanten Funktion 1
gleich 0 ist, und mit r = 1 erhalten wir

(x)′ = 1 , (2.5)

was besagt, dass die lineare Funktion x 7→ x überall die Ableitung 1 besitzt. Mit r = 3
folgt (

x3
)′

= 3x2 , (2.6)

und weitere Spezialfälle mit r = −1, r = −2 und r = 1
2

lauten(
x−1

)′
= −x−2 ,

(
x−2

)′
= −2x−3 ,

(
x1/2

)′
=

1

2
x−1/2 , (2.7)

was wir auch in der Form(
1

x

)′
= − 1

x2
,

(
1

x2

)′
= − 2

x3
,

(√
x
)′

=
1

2
√
x

(2.8)

schreiben können. Es ist hilfreich, diese letzten drei Formeln auswendig zu kennen!

• Ableitungen der Winkelfunktionen6:

sin′(x) = cos(x) (2.9)

cos′(x) = − sin(x) (2.10)

tan′(x) =
1

cos2(x)
. (2.11)

Die ersten beiden dieser Formeln sollten Sie sich auf jeden Fall merken!

• Ableitungen der inversen Winkelfunktionen7:

asin′(x) =
1√

1− x2
(2.12)

acos′(x) = − 1√
1− x2

(2.13)

atan′(x) =
1

1 + x2
. (2.14)

Die Struktur dieser Formeln (die Ableitung einer inversen Winkelfunktion ist keine inverse
Winkelfunktion) sollten Sie sich merken!

• Ableitungen der Exponentialfunktionen8:

(ex)′ = ex (2.15)

(ax)′ = ln(a) ax für a > 0 . (2.16)

6 Siehe das Skriptum Winkelfunktionen und ihre Graphen.
7 Siehe das Skriptum Winkelfunktionen und ihre Graphen.
8 Siehe das Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen.
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Die erste dieser Formeln sollten Sie sich auf jeden Fall merken! Mit der Beziehung (2.15)
haben wir den ersten wirklich handfesten Grund für die Wichtigkeit der Eulerschen Zahl
e. Beachten Sie, dass e (in ihrer Rolle als Basis des natürlichen Logarithmus) auch in
(2.16) eingeht: Selbst wenn wir bei der Besprechung der Exponential- und Logarith-
musfunktionen beschlossen hätten, e zu ignorieren, wäre diese Zahl hier automatisch
aufgetreten!

• Ableitungen der Hyperbelfunktionen9:

sinh′(x) = cosh(x) (2.17)

cosh′(x) = sinh(x) (2.18)

tanh′(x) =
1

cosh2(x)
. (2.19)

• Ableitungen der Logarithmusfunktionen10:

ln′(x) =
1

x
(2.20)

loga
′(x) =

1

ln(a)x
für a > 0 und a 6= 1 . (2.21)

Die erste dieser Formeln sollten Sie sich auf jeden Fall merken!

3 Ableitungsregeln

Um die Ableitungen von Summen, Vielfachen, Produkten, Quotienten und Verkettungen von
Funktionen zu berechnen, deren Ableitungen bereits bekannt sind, stehen einige handliche
Regeln zur Verfügung, die wir hier nicht beweisen, sondern lediglich wiedergeben, und die Sie
kennen und anwenden können sollten:

• Ableitung einer Summe: Sind f und g differenzierbare Funktionen, so ist auch ihre
Summe f+g differenzierbar, und es gilt

(f + g)′ = f ′ + g′ . (3.1)

In Worten: Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen.

Beispiel: (
x2 + x5

)′
= 2x+ 5x4 . (3.2)

• Ableitung des Vielfachen einer Funktion: Ist f eine differenzierbare Funktion und c
eine reelle Zahl, so ist das c-fache von f , die Funktion c f , ebenfalls differenzierbar, und
es gilt

(c f)′ = c f ′ . (3.3)

In Worten: Die Ableitung eines Vielfachen ist das Vielfache der Ableitung.

9 Siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
10 Siehe das Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen.
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Beispiel: (
7x2

)′
= 7 · 2x = 14x . (3.4)

• Ableitung einer Linearkombination: Eine Linearkombination von Funktionen ist eine

”
Summe von Vielfachen“, beispielsweise eine Funktion der Form a f+b g, wobei f und g

Funktionen und a und b reelle Zahlen sind. Aus (3.2) und (3.3) folgt, dass die Ableitung
einer Linearkombination die Linearkombination der Ableitungen ist:

(a f + b g)′ = a f ′ + b g′ , (3.5)

und entsprechende Regeln gelten für Linearkombinationen mit mehr als zwei Summan-
den.

Beispiel: (
7x2 + 5x3 − 4x9 + 13

)′
= 7 · 2x+ 5 · 3x2 − 4 · 9x8 =

= 14x+ 15x2 − 36x8 . (3.6)

• Ableitung eines Produkts (Produktregel): Sind f und g differenzierbare Funktionen,
so ist auch ihr Produkt f g differenzierbar, und es gilt

(f g)′ = f ′ g + f g′ . (3.7)

Beispiel: (
x2 sin(x)

)′
= 2x · sin(x) + x2 · cos(x) . (3.8)

Durch mehrfache Anwendung von (3.7) auf Produkte mit mehr als zwei Faktoren ergeben
sich weitere Regeln, wie beispielsweise

(f g h)′ = f ′ g h+ f g′ h+ f g h′ . (3.9)

• Ableitung eines Quotienten (Quotientenregel): Sind f und g differenzierbare Funk-
tionen, wobei g im betrachteten Bereich von 0 verschieden sei, so ist auch ihr Quotient
f

g
differenzierbar, und es gilt

(
f

g

)′
=
f ′ g − f g′

g2
. (3.10)

Beispiel: (
x2

sin(x)

)′
=

2x · sin(x)− x2 · cos(x)

sin2(x)
. (3.11)

• Ableitung einer Verkettung (Kettenregel): Sind f und g differenzierbare Funktionen,
deren Verkettung11, d.h. die durch u(x) = f(g(x)) definierte Funktion u (auch als f ◦ g
bezeichnet), gebildet werden kann, so ist diese differenzierbar, und es gilt

u′(x) = f ′(g(x)) g′(x) . (3.12)

11 Siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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Den Faktor f ′(g(x)) können Sie sich als
”
Ableitung von f nach g(x)“ vorstellen. Um ihn

zu erhalten, wird so getan, als wäre g(x) eine unabhängige Variable. Der Faktor g′(x)
wird als

”
innere Ableitung“ bezeichnet.

Beispiel: Mit f(x) = sin(x) und g(x) = x2 ist u(x) = f(g(x)) = sin(x2) und

u′(x) = cos(x2) · 2x (3.13)

oder, in unserer kompakten Schreibweise,(
sin(x2)

)′
= cos(x2) · 2x . (3.14)

Den Faktor cos(x2) erhalten Sie, indem Sie
”
sin(x2) nach x2 differenzieren“,

also so tun, als wäre x2 eine unabhängige Variable. (Korrekter wäre die folgen-
de Beschreibung: Sie berechnen die Ableitung von sin(x) nach x und setzen
danach x2 anstelle von x ein.) Der Faktor 2x ist die innere Ableitung.

Wird ein Quotient
f

g
als Produkt f

1

g
aufgefasst, so kann seine Ableitung anstatt mit

der Quotientenregel (3.10) auch mit der Produktregel (3.7) und der Kettenregel (3.12)
berechnet werden.

Beispiel: Die gleiche Funktion wie in (3.11), nur diesmal anders differenziert:(
x2

sin(x)

)′
=

(
x2

1

sin(x)

)′
=

(
x2
)′ 1

sin(x)
+ x2

(
1

sin(x)

)′
=

= 2x
1

sin(x)
− x2 cos(x)

sin2(x)
, (3.15)

was das Gleiche ist wie das Ergebnis von (3.11), nur anders angeschrieben.

Dabei wurde
1

sin(x)
als Verkettung der Funktion x 7→ 1

x
mit der Sinusfunktion

aufgefasst und mit Hilfe der Kettenregel(
1

sin(x)

)′
= − cos(x)

sin2(x)
(3.16)

berechnet. Die innere Ableitung ist hier cos(x).

In formalerer Schreibweise sieht die Kettenregel so aus:

(f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g) g′ . (3.17)

Eine andere, etwas saloppere Beschreibung dieser Regel (aber eine, die einen Hauch von
Beweis an sich hat), ist die folgende: Hängt f von g ab und g von x, so ist

df

dx
=
df

dg

dg

dx
. (3.18)
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Mit Hilfe dieser Regeln können die Ableitungen beliebiger Funktionen berechnet werden, die
sich durch Summen, Vielfache, Linearkombinationen, Produkte, Quotienten und Verkettungen
jener elementaren Funktionen ausdrücken lassen, deren Ableitungen wir im vorigen Abschnitt
angegeben haben. Das Differenzieren solcher Funktionen funktioniert also sozusagen nach

”
Kochrezept“, und daher können das auch Computeralgebrasysteme (wie Mathematica oder
GeoGebra) sehr gut. Machen Sie sich bitte damit vertraut, wie das Differenzieren mit dem
Computerwerkzeug Ihrer Wahl durchgeführt wird, und nutzen Sie es zur Berechnung von
Ableitungen oder zur Kontrolle Ihrer auf dem Papier erzielten Ergebnisse!

4 Höhere Ableitungen

Ist die Ableitung f ′ einer differenzierbaren Funktion f wieder differenzierbar, so kann die

Ableitung der Ableitung (die zweite Ableitung), bezeichnet mit f ′′ oder12
d2f

dx2
, gebildet werden.

Ist diese differenzierbar, so kann die dritte Ableitung f ′′′ (auch als
d3f

dx3
geschrieben) gebildet

werden, usw. In diesem Sinn wird die Ableitung auch als erste Ableitung bezeichnet. Werden
höhere Ableitungen als die zweite benötigt, so ist es üblich, die n-te Ableitung von f als f (n)

zu bezeichnen, wobei f (0) für die Funktion f selbst steht.

Anwendungsbeispiel: Wird die Zeit durch die Variable t dargestellt und bezeich-
net s(t) jene Kilometermarkierung entlang einer Straße, bei der sich ein Fahrzeug
zum Zeitpunkt t befindet, so ist die Ableitung s′(t) die Momentangeschwindig-
keit des Fahrzeugs zur Zeit t. Die zweite Ableitung s′′(t), also die momentane
Änderungsrate der Momentangeschwindigkeit s′(t), ist dann die Beschleunigung
des Fahrzeugs zur Zeit t. Für die Ableitung nach der Zeit wird manchmal auch die
Schreibweise13 ṡ(t) und für die zweite Ableitung die Schreibweise14 s̈(t) verwendet.

Alle Funktionen, die in den bisherigen Skripten besprochen wurden, sind an fast allen Stellen
ihrer Definitionsmenge beliebig oft differenzierbar.

5 Anwendungen des Ableitungskonzepts

Wir geben nun einen knappen Überblick über einige wichtige Anwendungen des in den bis-
herigen Abschnitten entwickelten Konzepts der Ableitung, wobei wir hinreichende Differen-
zierbarkeit (einschließlich der Existenz und Stetigkeit der benötigten höheren Ableitungen)
stillschweigend voraussetzen.

• Näherungen:

12 Ausgesprochen
”
d zwei f nach dx Quadrat“.

13 Ausgesprochen
”
s Punkt“.

14 Ausgesprochen
”
s zwei-Punkt“.
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Die Ableitung wird aus dem Differenzenquotienten (1.4) durch den Grenzüberganz h→ 0
gewonnen. Ist h sehr klein15, aber 6= 0, so wird der Differenzenquotient zwar nicht unbe-
dingt gleich der Ableitung sein, aber zumindest einen Näherungswert für sie darstellen.
Für kleines h können wir daher schreiben

∆f

∆x
=
f(x0 + h)− f(x0)

h
≈ f ′(x0) , (5.1)

woraus mit

f(x0 + h) ≈ f(x0) + h f ′(x0) oder ∆f ≈ f ′(x0) ∆x (5.2)

eine nützliche Methode folgt, um näherungsweise anzugeben, wie sich der Wert einer
Funktion beim Übergang von einer Stelle x0 zu einer sehr nahe benachbarten Stelle
x0 + h ändert.

Beispiel: Sei f : x 7→ 1

1 + x2
. Der Wert dieser Funktion an der Stelle 1 ist

f(1) =
1

1 + 12
=

1

2
= 0.5. Nun nehmen wir an, eine Fragestellung erfordert

es, Funktionswerte in der Nähe der Stelle 1 zu kennen. Wie groß ist bei-
spielsweise (ungefähr) der Funktionswert an der Stelle 1.001, d.h. f(1.001) ?
Mit

f ′(x) = − 2x

(1 + x2)2
, daher f ′(1) = −1

2
(5.3)

und (5.2) berechnen wir

f(1.001) = f(1 + 0.001) ≈ f(1) + 0.001 f ′(1) =

=
1

2
− 0.001 · 1

2
= 0.4995. (5.4)

Das ist recht nahe am tatsächlichen Wert f(1.001) = 0.4995002499998751 . . . .

Mit der gleichen Methode berechnen wir ganz allgemein die Funktionswerte
in der Nähe der Stelle 1:

f(1 + h) ≈ f(1) + h f ′(1) =
1

2
− h · 1

2
=

1− h
2

. (5.5)

Das Ergebnis ist ein in h linearer Ausdruck, mit dem viel leichter umgegangen
werden kann als mit der exakten Version

f(1 + h) =
1

1 + (1 + h)2
. (5.6)

Die Genauigkeit solcher Näherungen kann (ebenfalls mit Hilfe der Differentialrechnung)
weiter hochgetrieben werden und führt zur Darstellung von Funktionen als Potenzrei-
hen16.

15 Genau genommen meinen wir hier und im Folgenden mit einem
”
kleinen h“ ein h, dessen Betrag klein

ist, denn h darf ja auch negativ sein.
16 Für zwei Beispiele siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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Abbildung 3: Markante Stellen und Punkte:
− lokale Maximumstelle xH , Hochpunkt H = (xH , f(xH))
− Wendestelle xW , Wendepunkt W = (xW , f(xW )), Wendetangente g
− lokale Minimumstelle xT , Tiefpunkt T = (xT , f(xT ))
− Sattelstelle xS , Sattelpunkt S = (xS , f(xS))

Strichliert angedeutet sind die
”
horizontalen“ Tangenten an Stellen, an denen die Ableitung

gleich 0 ist.

• Extremwertaufgaben:

Die Differentialrechnung stellt eine sehr einfache Methode zur Verfügung, um die lokalen
Extremstellen17 einer Funktion f zu ermitteln. An jeder solchen Stelle ist die Tangente
an den Graphen von f

”
horizontal“, hat also den Anstieg 0 (siehe Abbildung 3). Das

bedeutet, dass an jeder lokalen Extremstelle x0

f ′(x0) = 0 (5.7)

gilt: Lokale Extremstellen sind Nullstellen der Ableitungsfunktion. Daher befinden sich
alle lokalen Extremstellen unter den Lösungen der Gleichung f ′(x) = 0. Nun ist Vorsicht
angebracht: Nicht jede Nullstelle der Ableitung ist eine lokale Extremstelle! (Das zeigt
das Beispiel x 7→ x3. Die Ableitung dieser Funktion an der Stelle 0 ist gleich 0, doch die
Stelle 0 ist keine lokale Extremstelle.) Aber immerhin erhalten wir durch die Lösung der
Gleichung f ′(x) = 0 (in der Regel nur einige wenige) Kandidaten für lokale Extremstel-
len. Diese können wir dann einzeln darauf untersuchen, ob sie lokale Extremstellen sind

17 Zum Begriff der lokalen Extremstellen (lokale Minimum- und Maximumstellen) siehe das Skriptum Der
Funktionenzoo.



Differenzieren – kurz und bündig 15

oder nicht. Das kann beispielsweise durch einen Vergleich ausgewählter Funktionswerte
geschehen.

Beispiel: Sei f : x 7→ x2 − 2x. Dann ist f ′(x) = 2x − 2. Die Gleichung
f ′(x) = 0 lautet in diesem Fall 2x − 2 = 0. Sie hat eine einzige Lösung,
x0 = 1. Vergleichen wir den Funktionswert f(1) = 12 − 2 · 1 = −1 mit je
einem Funktionswert an einer Stelle links und rechts von 1, also etwa f(0) = 0
und f(2) = 0, so ist klar, dass die Stelle 1 nur ein lokales Minimum sein
kann. (Ein Ergebnis, das nicht überraschen sollte, da wir die Eigenschaften
der quadratischen Funktionen bereits ausführlich besprochen haben18.)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung können wir ein anderes Kriterium formulieren, mit dem
sich manchmal entscheiden lässt, ob ein Kandidat tatsächlich eine lokale Extremstelle
ist:

– Ist f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) > 0, so ist x0 eine lokale Minimumstelle.
(Beispiel: f : x 7→ x2, x0 = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2 > 0.)

– Ist f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) < 0, so ist x0 eine lokale Maximumstelle.
(Beispiel: f : x 7→ −x2, x0 = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −2 < 0.)

Gilt allerdings sowohl f ′(x0) = 0 als auch f ′′(x0) = 0, so kann es sich um eine lokale
Extremstelle handeln (Beispiel: f : x 7→ x4, x0 = 0 ist Minimumstelle), aber das ist nicht
garantiert! Ist x0 in einem solchen Fall keine lokale Extremstelle, so heißt x0 Sattelstelle
(siehe Abbildung 3). (Beispiel: f : x 7→ x3, x0 = 0.)

Rechnen Sie die hier in Klammern angegebenen Beispiele nach und sehen Sie sich die
Graphen der Funktionen an!

• Kurvendiskussionen:

Mit diesem Begriff ist in der Regel die Analyse von Funktionsgraphen (bzw. von Funkti-
onseigenschaften, die eng mit dem Graphen verknüpft sind) gemeint. Was sagt uns die
Ableitung einer Funktion f über deren Graphen (und damit über die Funktion selbst)?

– Lokale Extremstellen wurden bereits diskutiert. Die entsprechenden Punkte auf dem
Graphen heißen Hochpunkte (im Fall eines lokalen Maximums) und Tiefpunkte (im
Fall eines lokalen Minimums), siehe Abbildung 3.

– Monotonie19:

� Gilt für alle x in einem Intervall f ′(x) ≥ 0, so ist f in diesem Intervall monoton
wachsend. Der Graph fällt mit zunehmendem x nicht ab.

� Gilt für alle x in einem Intervall f ′(x) > 0, so ist f in diesem Intervall streng
monoton wachsend. Der Graph steigt mit zunehmendem x an.

� Gilt für alle x in einem Intervall f ′(x) ≤ 0, so ist f in diesem Intervall monoton
fallend. Der Graph steigt mit zunehmendem x nicht an.

18 Siehe das Skriptum Quadratische Funktionen und ihre Graphen.
19 Zum Begriff der Monotonie siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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� Gilt für alle x in einem Intervall f ′(x) < 0, so ist f in diesem Intervall streng
monoton fallend. Der Graph fällt mit zunehmendem x ab.

Stellen, an denen sich das Monotonieverhalten von streng monoton wachsend auf
streng monoton fallend (oder umgekehrt) ändert, sind lokale Extremstellen. Bei der
in Abbildung 3 skizzierten Funktion sind das die Stellen xH und xT .

– Krümmungsverhalten:

� Gilt für alle x in einem Intervall f ′′(x) > 0, so ist der Graph von f in diesem
Intervall linksgekrümmt. Wenn Sie sich vorstellen, ihn mit dem Fahrrad entlang
zu fahren (sodass x zunimmt), so müssen Sie (wenn Sie von

”
oben“ auf ihn

schauen wie auf eine Landkarte) nach links lenken. Die Funktion f ist in diesem
Intervall konvex20.

� Gilt für alle x in einem Intervall f ′′(x) < 0, so ist der Graph von f in diesem
Intervall rechtsgekrümmt. Wenn Sie sich vorstellen, ihn mit dem Fahrrad ent-
lang zu fahren, so müssen Sie nun nach rechts lenken. Die Funktion f ist in
diesem Intervall konkav.

– Ändert sich das Krümmungsverhalten an einer Stelle x0 (von linksgekrümmt auf
rechtsgekrümmt oder umgekehrt), so heißt x0 Wendestelle, der zugehörige Punkt
(x0, f(x0)) auf dem Graphen Wendepunkt (siehe Abbildung 3). An einem Wende-
punkt

”
überquert“ die Tangente (die sogenannte Wendetangente) den Graphen,

wie in Abbildung 3 illustriert. Fahren Sie einen solchen Graphen mit einem Fahrrad
entlang, so müssen Sie beim Wendepunkt (für einen Moment) geradeaus lenken. An
einer Wendestelle gilt f ′′(x0) = 0. Eine Wendestelle, an der zusätzlich f ′(x0) = 0
gilt (für die also die Wendetangente

”
horizontal“ ist), ist eine Sattelstelle.

Achtung: Eine Stelle x0, an der f ′′(x0) = 0 gilt, ist nicht unbedingt eine Wendestel-
le! (Beispiel: f : x 7→ x4, x0 = 0 ist Minimumstelle und daher keine Wendestelle.)

Die Nutzung der Ableitung, um das Verhalten von Funktionen aufzudecken, gehört in
den meisten Anwendungsgebieten der Mathematik zum

”
Handwerkszeug“, das man ei-

nigermaßen gut beherrschen sollte.

• Differentialgleichungen:

In zahlreichen Anwendungen steht man vor der Situation, dass unser Wissen über eine
Funktion zunächst durch ihre momentane Änderungsrate ausgedrückt ist und dass wir
auf der Basis dieses Wissens mehr über die Funktion erfahren wollen.

Als Beispiel möge der radioaktive Zerfall dienen: Die in einer Substanz enthaltene Menge
eines radioaktiven Bestandteils zum Zeitpunkt t sei durch N(t) gegeben. Die Änderung21

dN von N während eines kurzen Zeitintervalls dt ist proportional zu N (d.h. der noch
vorhandenen Menge) und proportional zu dt (der Dauer des betrachteten Zeitintervalls).

20 Für die Begriffe konvex und konkav siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
21 Wir deuten hier die Symbole dt und dN so, wie es in angewandten Wissenschaften oft gemacht wird: als

sehr kleine Änderungen.
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Mit der Proportionalitätskonstante λ, der sogenannten Zerfallskonstante, modellieren wir
den Zerfall in der Form

dN = −λN dt (5.8)

oder, nach Division beider Seiten durch dt, als

dN

dt
= −λN , (5.9)

wobei wir die linke Seite, da dt und dN sehr klein (um nicht zu sagen
”
unendlich klein“)

sind, als Differentialquotient, d.h. als Ableitung interpretieren. Wir können (5.9) also
genauso gut in der Form

N ′(t) = −λN(t) (5.10)

anschreiben. Das ist eine Differentialgleichung. Eine Lösung ist eine Funktion, deren
Ableitung gleich

”
−λ mal sie selbst“ ist. Die allgemeine Lösung ist die Menge aller

Funktionen, für die das der Fall ist. Wir wollen hier nicht über Lösungsmethoden spre-
chen, aber da diese Differentialgleichung so einfach ist, können wir ihre Lösung mehr
oder weniger erraten. Die allgemeine Lösung lautet

N(t) = C e−λ t, (5.11)

wobei C eine frei wählbare Konstante ist. (Überprüfen Sie, dass (5.11) die Differential-
gleichung (5.10) erfüllt!) Wir finden also als Ergebnis die Formel für das exponentielle
Abklingen22. Da N(0) = C ist, hat C die Bedeutung der Anfangsmenge zum Zeitpunkt
0. Wir können (5.11) daher auch in der Form

N(t) = N(0) e−λ t (5.12)

anschreiben. So (oder in der Schreibweise N(t) = N0 e
−λ t) steht sie in den meisten

Physikbüchern.

Die Grundgleichungen zahlreicher physikalischer und technischer Anwendungsbereiche, in
denen räumlich und zeitlich veränderliche Größen auftreten, enthalten deren Ableitungen,
sind also Differentialgleichungen.

22 Siehe dazu auch das Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen.
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6 Partielle Ableitungen

Hängt eine Größe von mehreren anderen Größen ab, so benutzen wir Funktionen in mehreren
Variablen23. Eine Funktion f in zwei Variablen x und y ist eine Zuordnung (x, y) 7→ f(x, y). Die
partielle Ableitung von f nach der ersten Variable x erhalten wir, indem wir die zweite Variable
y als Konstante betrachten und nach der ersten Variable x differenzieren. Schreibweisen dafür
sind:

∂f

∂x
,

∂f(x, y)

∂x
,

∂f

∂x
(x, y) oder

∂

∂x
f(x, y). (6.1)

In analoger Weise ist die partielle Ableitung nach der zweiten Variable y definiert.

Beispiel für eine partielle Ableitung nach x:

∂

∂x

(
x3 y2 − 7x y + 2 y5 + x

)
= 3x2 y2 − 7 y + 1 , (6.2)

und für die partielle Ableitung der gleichen Funktion nach y:

∂

∂y

(
x3 y2 − 7x y + 2 y5 + x

)
= 2x3 y − 7x+ 10 y4 . (6.3)

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juni 2015 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

23 Siehe dazu das Skriptum Der Funktionenzoo.

http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
http://www.mathe-online.at/
http://www.technikum-wien.at/
http://www.mathe-online.at/skripten/
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Dieses Skriptum gibt eine kompakte Einführung in die Integralrechnung, die neben
der Differentialrechnung einen Hauptbestandteil der Analysis bildet.

1 Der Integralbegriff

Die Differentialrechung1 löst das
”
Tangentenproblem“, während die Integralrechnung mit dem

”
Flächenproblem“ verknüpft ist.

Ist f eine auf einem Intervall [a, b] definierte reelle Funktion2, so ist der Graph von f eine
Kurve zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)). Welchen Wert hat der Flächeninhalt
zwischen dem Graphen und der ersten Achse? Genau genommen meinen wir den orientier-
ten Flächeninhalt, bei dem ein Flächenstück oberhalb der ersten Achse positiv und ein
Flächenstück unterhalb der ersten Achse negativ zählt. Man spricht zwar meist von der

”
Fläche

unter dem Graphen“, meint aber damit die Differenz
”
Inhalt der Fläche zwischen Graph und

erster Achse, die oberhalb der ersten Achse liegt, minus Inhalt der Fläche zwischen Graph und
erster Achse, die unterhalb der ersten Achse liegt“.

Um diesen orientierten Flächeninhalt zu ermitteln, machen wir die obere Grenze des betrach-
teten Intervalls variabel: Wir fixieren eine Stelle a, bezeichnen den orientierten Flächeninhalt
unter dem Graphen zwischen a und x mit A(x) und nennen die Zuordnung A : x 7→ A(x)
die Flächeninhaltsfunktion. Der orientierte Flächeninhalt zwischen a und b ist dann gleich
A(b). Damit haben wir die Sache zunächst nur benannt, nicht gelöst. Wir ändern nun die

1 Siehe das Skriptum Differenzieren – kurz und bündig.
2 Wir setzen stillschweigend voraus, dass f hinreichend

”
friedlich“ ist, sodass sich die folgenden mathema-

tischen Operationen ohne Probleme durchführen lassen. Das ist für praktisch alle in den bisherigen Skripten
besprochenen Funktionen der Fall. Insbesondere werden wir bei der allgemeinen Diskussion des Integralbegriffs
annehmen, dass der Graph von f eine Kurve ist. Für eine systematische Auflistung der für Sie relevanten
Funktionenklassen siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.

http://www.mathe-online.at/skripten/
mailto:franz.embacher@univie.ac.at
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/
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Obergrenze geringfügig, indem wir von x zu einer nahe benachbarten Stelle x+ h übergehen,
und vergleichen A(x + h) mit A(x). Ist h > 0 und ist f im Intervall [x, x + h] positiv, dann
kann die Situation wie in Abbildung 1 illustriert werden: Die Differenz A(x + h) − A(x) ist
der Inhalt des schmalen Flächenstücks zwischen x und x+ h. Bis auf das durch den Graphen
begrenzte Stück an der Oberseite sieht es aus wie ein schmales Rechteck der Breite h und der
Höhe f(x). Wir können dessen Flächeninhalt durch

A(x+ h)− A(x) ≈ h f(x) (1.1)

Abbildung 1: Um den (orientierten) Flächeninhalt zwischen dem Graphen der Funktion f
und der ersten Achse zu ermitteln, wird untersucht, wie er sich ändert, wenn die Obergrenze
des betrachteten Intervalls von x auf x + h geändert wird. Mit ∆x = h wird der Inhalt ∆A
des dazugekommenen Flächenstücks als Rechtecksfläche mit Höhe f(x) angenähert, woraus
∆A
∆x ≈ f(x) folgt, vgl. (1.2). Im Grenzübergang h → 0 wird daraus die exakte Gleichheit
(1.3), die Grundlage für den Hauptsatz der Analysis.

annähern3 und machen damit nur einen kleinen Fehler. Je kleiner h gewählt wird, umso kleiner
wird die Abweichung von der tatsächlichen Fläche sein. Dividieren wir beide Seiten von (1.1)
durch h, so erhalten wir

A(x+ h)− A(x)

h
≈ f(x) . (1.2)

3 Wäre f(x) im Intervall [x, x + h] negativ, so wäre die rechte Seite von (1.1) automatisch negativ, was
genau der Idee des orientierten Flächeninhalts entspricht.
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Erkennen Sie auf der linken Seite einen alten Bekannten? Ein Differenzenquotient! Schreiben
wir h als ∆x und A(x+ h)− A(x) als ∆A, so wird die linke Seite von (1.2) gleich ∆A

∆x
, also

gleich der Differenz der Funktionswerte von A dividiert durch die Differenz der x-Werte. Das
lädt ein, den Grenzübergang h → 0 durchzuführen. Die linke Seite wird dann zur Ableitung
dA
dx

(x) = A′(x). Auf der rechten Seite steht gar kein h, die bleibt also, wie sie ist4. Der
springende Punkt besteht nun darin, dass das Symbol ≈ in (1.2) nach dem Grenzübergang zu
einem = wird! Denn, wie bereits bemerkt: Je kleiner h ist, umso kleiner ist der Fehler, und
im Grenzfall h→ 0 verschwindet er gänzlich. Dieses intuitive Argument kann exakt gemacht
werden, worauf wir aber hier verzichten.

Wir erhalten also das (äußerst wichtige) Resultat:

A′(x) = f(x) . (1.3)

Die Ableitung der Flächeninhaltsfunktion A ist gleich der gegebenen Funktion f . Das gibt
Anlass zur Definition eines neuen Begriffs:

Definition: Wir nennen eine Funktion F eine Stammfunktion der Funktion f ,
wenn

F ′ = f (1.4)

gilt.

Die Flächeninhaltsfunktion A ist demnach eine Stammfunktion von f . Wir sagen absicht-
lich

”
eine Stammfunktion“, denn f besitzt nicht nur eine einzige Stammfunktion: Ist F eine

Stammfunktion von f und c eine reelle Zahl (eine Konstante), so ist auch die Funktion F + c
eine Stammfunktion von f , denn es gilt dann

(F + c)′ = F ′ + c′︸︷︷︸
0

= F ′ = f . (1.5)

Und das sind auch schon alle Stammfunktionen von f . Je zwei Stammfunktionen von f
unterscheiden sich nur um eine (additive) Konstante.

Diese Aussage lässt sich leicht beweisen: Sind F1 und F2 Stammfunktionen von f
(d.h. F1

′ = f und F2
′ = f), so gilt

(F2 − F1)′ = F2
′ − F1

′ = f − f = 0 , (1.6)

was besagt, dass die Ableitung von F2 − F1 gleich 0 ist. Ist die Ableitung einer
Funktion in einem ganzen Intervall gleich 0, so ist diese Funktion gleich einer
Konstanten. Nur dann kann ihr Graph überall den Anstieg 0 haben. Es folgt also,
dass es eine Zahl c gibt, sodass F2 − F1 = c und daher

F2 = F1 + c (1.7)

gilt.

4 Hätten wir die Höhe des Näherungsrechtecks mit f(x+ h) anstelle von f(x) veranschlagt, so stünde auf
der rechten Seite von (1.2) f(x + h) statt f(x). Auch in diesem Fall erhalten wir nach dem Grenzübergang
h → 0 den Wert f(x), sofern wir (technisches Detail) voraussetzen, dass f stetig ist. Das Gleiche gilt, wenn
als Höhe des Rechtecks ein Zwischenwert gewählt wird, etwa der Mittelwert 1

2 (f(x) + f(x + h)).
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Nun können wir das Flächenproblem lösen: Ist F eine beliebige Stammfunktion von f , so gibt
es eine Zahl c, sodass F = A+ c ist, d.h. es gilt F (x) = A(x) + c für alle x im betrachteten
Bereich. Damit wird

F (b)− F (a) =
(
A(b) + c

)
−
(
A(a) + c

)
= A(b)− A(a) = A(b) , (1.8)

wobei wir die offensichtliche Tatsache benutzt haben, dass A(a) = 0 ist. (1.8) ist folglich
gleich dem gesuchten orientierten Flächeninhalt zwischen a und b. Wir schreiben ihn in der
Form

b∫
a

f(x) dx (1.9)

an und nennen ihn das bestimmte Integral der Funktion f über das Intervall [a, b] (oder
kurz

”
von a bis b“). a heißt untere Integrationsgrenze (kurz

”
untere Grenze“), b heißt obe-

re Integrationsgrenze (
”
obere Grenze“). Das Intervall [a, b] heißt Integrationsbereich. Die

Funktion f (bzw. der Funktionsterm f(x) in (1.9)) heißt Integrand, das Symbol x in (1.9)
heißt Integrationsvariable. Wir können nun unser Ergebnis (1.8) so formulieren: Ist F eine
(beliebige) Stammfunktion von f , so gilt

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) . (1.10)

Diese Aussage heißt zu Recht Hauptsatz der Analysis5 (oder Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung). Sie führt die Flächenberechnung zurück auf das Auffinden einer
Stammfunktion, d.h. einer Funktion F , deren Ableitung f ist. Die Differenz F (b)−F (a) wird

meist in der Form F (x)
∣∣∣b
a

angeschrieben, womit der Hauptsatz die Form

b∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a

(1.11)

annimmt. Eine weitere Form, ihn anzuschreiben, ist

b∫
a

F ′(x) dx = F (b)− F (a) . (1.12)

Beachten Sie, dass das Symbol f nun nicht mehr vorkommt! Diese Form zeigt am direktesten:
Wann immer es gelingt, den Integranden als Ableitung F ′ zu schreiben, kann das bestimmte
Integral durch simples Einsetzen der Grenzen in F berechnet werden.

Um also den orientierten Flächeninhalt zu berechnen, muss zuerst eine Stammfunktion gefun-
den werden. Als Symbol für die

”
allgemeine“ Stammfunktion von f ist die Schreibweise∫

f(x) dx (1.13)

üblich. Sie wird als unbestimmtes Integral bezeichnet.

5 Das Wort
”
Analysis“ bezeichnet die Differential- und Integralrechnung.
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Beispiel: Mit F definiert durch F (x) =
x3

3
ist F ′(x) =

1

3

(
x3
)′

=
1

3
· 3x2 = x2.

Definieren wir also f durch f(x) = x2, so ist F eine Stammfunktion von f . Jede
andere Stammfunktion von f unterscheidet sich von F nur um eine (additive)
Konstante. In diesem Sinn ist es üblich,∫

x2 dx =
x3

3
+ C (1.14)

zu schreiben, wobei C eine beliebige reelle Zahl ist, die Integrationskonstante
heißt. (1.14) stellt gewissermaßen die Menge aller Stammfunktionen von f dar. Die
Integrationskonstante darf in manchen Zusammenhängen nicht vergessen werden.
Beim Berechnen von bestimmten Integralen allerdings kommt es auf ihren Wert
nicht an, da sie beim Bilden der Differenz in (1.10) herausfällt. Daher ist man
nicht immer so diszipliniert und schreibt statt (1.14) manchmal einfach∫

x2 dx =
x3

3
. (1.15)

Man muss aber im Auge behalten, dass (1.15) dann nicht die allgemeine, sondern
nur eine spezielle Stammfunktion von f bezeichnet. Auch Computeralgebrasyste-
me, die uns beim Integrieren helfen, geben in der Regel nur eine Stammfunktion
aus.

Dieses Beispiel zeigt, dass wir bereits in der Lage sind, die Stammfunktionen vieler Funktionen
anzugeben, nämlich all jener Funktionen, die uns bisher als Ableitungen begegnet sind6.

So gilt beispielsweise
sin′(x) = cos(x), (1.16)

woraus im Umkehrschluss folgt ∫
cos(x) dx = sin(x) + C . (1.17)

Wollen wir den Flächeninhalt unter dem Graphen der Cosinusfunktion zwischen den Nullstel-
len −π

2
und π

2
wissen (siehe Abbildung 2), so nutzen wir die Stammfunktion (1.17). Da es

beim Berechnen eines bestimmten Integrals nicht auf den Wert der Integrationskonstante C
ankommt, ignorieren wir sie und schreiben

π/2∫
−π/2

cos(x) dx = sin(x)
∣∣∣π/2
−π/2

= sin
(π

2

)
− sin

(
−π

2

)
= 1− (−1) = 2 . (1.18)

Ein anderes Beispiel (basierend darauf, dass die Ableitung von − cos(x) gleich sin(x) ist) ist

2π∫
0

sin(x) dx = − cos(x)
∣∣∣2π
0

= − cos(2π) + cos(0) = −1 + 1 = 0 . (1.19)

6 Und zwar im Skriptum Differenzieren – kurz und bündig.



Integrieren – kurz und bündig 6

Sehen Sie sich den Graphen der Sinusfunktion in Abbildung 3 an, um dieses Ergebnis zu
verstehen!

Abbildung 2: Der durch (1.18) ausgedrückte Flächeninhalt zwischen den Nullstellen −π2
und π

2 der Cosinusfunktion.

Abbildung 3: Der durch (1.19) ausgedrückte orientierte Flächeninhalt über eine ganze Pe-
riode der Sinusfunktion.

Manchmal ist es bequem, für die obere Grenze eines bestimmten Integrals einen Wert zuzu-
lassen, der kleiner als die untere Grenze ist.

Ein physikalisches Beispiel dafür, das nebenbei auch zeigt, dass Integrale nicht nur
für Flächenberechnungen genutzt werden können: Die Arbeit, die zu verrichten
ist, um einen Körper, auf den eine von der Ortskoordinate x abhängige Kraft f
wirkt, von x0 nach x1 zu bewegen, ist durch

W = −
x1∫
x0

f(x) dx (1.20)
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gegeben7. Halten wir x0 als Ausgangspunkt der Bewegung fest, so können wir den
Körper nach rechts (x1 > x0), aber auch nach links (x1 < x0) bewegen. Werden
x0 und x1 vertauscht, so ändert sich das Vorzeichen der Arbeit.

Daher wird festgelegt, dass
a∫
b

f(x) dx = −
b∫

a

f(x) dx (1.21)

gelten soll. Werden die Integrationsgrenzen vertauscht, so ändert das Integral sein Vorzeichen.
Der Hauptsatz der Analysis (1.10) bzw. (1.11) oder (1.12) gilt mit dieser Konvention auch
dann, wenn b < a ist. (Und für a = b ist das bestimmte Integral gleich 0.)

Obwohl wir der Übersicht halber die Integrationsvariable in den bisher aufgetretenen bestimm-
ten Integralen einheitlich als x bezeichnet haben, kann auch jedes andere Symbol dafür ver-
wendet werden. So bedeuten beispielsweise

5∫
−3

x2 dx und

5∫
−3

z2 dz (1.22)

genau das Gleiche. In technischen Anwendungen treten ganz unterschiedliche Größen als Inte-
grationsvariable auf, und daher werden auch unterschiedliche Schreibweisen verwendet.

2 Deutung bestimmter Integrale

Wir machen nun einige Anmerkungen zur (vorstellungsmäßigen) Deutung bestimmter Integra-
le, und wie diese Deutung in der Integralschreibweise zum Ausdruck kommt.

Das Integralzeichen
∫

geht auf Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716) zurück, stellt ein
langgestrecktes S dar und soll das Wort

”
Summe“ ausdrücken. Wieso Summe? Betrachten

Sie noch einmal Abbildung 1! Der (orientierte) Flächeninhalt des schmalen Streifens, der beim
Schritt von x zu x+h dazugekommen ist, ist ungefähr gleich dem Produkt f(x)h oder, wenn
wir h als ∆x schreiben, f(x) ∆x. Je kleiner ∆x ist, umso kleiner ist der relative Fehler, den
wir bei dieser Abschätzung des Streifeninhalts machen. Nun können wir uns vorstellen, die
gesamte Fläche zwischen dem Graphen von f und der ersten Achse auf diese Weise in schmale
Streifen der Breite ∆x zu zerlegen. Um anzudeuten, dass ∆x immer kleiner gemacht wird,
damit die Abschätzung des Flächeninhalts immer genauer wird, schreibt man dx statt ∆x.
In der Praxis kann man sich vorstellen, dass dx sehr klein ist. Wie in der Differentialrech-
nung8 nennt man eine solche

”
praktisch unendlich kleine“ Größe auch

”
infinitesimal“. Damit

7 In der Schule haben Sie wahrscheinlich gelernt
”
Arbeit ist gleich Kraft mal Weg“. Ändert sich die Kraft

entlang des Weges, so ist nicht klar, was damit gemeint ist! Mit (1.20) haben Sie die genaue Version des
Zusammenhangs zwischen Arbeit und Kraft (in einer Dimension). Wird die Bewegung gegen die Richtung
der Kraft ausgeführt, so ist W > 0. W stellt dann die Arbeit dar, die am Körper verrichtet wird. Wird die
Bewegung in Richtung der Kraft ausgeführt, so ist W < 0, was bedeutet, dass in Wahrheit keine Arbeit am
Körper verrichtet wird, sondern die Energie −W gewonnen werden kann.

8 Siehe das Skriptum Differenzieren – kurz und bündig.
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kann das bestimmte Integral folgendermaßen gedeutet werden: Der Integrationsbereich wird
in kleine Teilintervalle der Länge dx zerlegt. In jedem Teilintervall wählt man ein x, sodass der
(orientierte) Flächeninhalt des schmalen Streifens zwischen Graph und erster Achse, der sich
auf diese Weise ergibt, durch f(x) dx angenähert werden kann (siehe Abbildung 4).

Abbildung 4: Zur Deutung des bestimmten Integrals: Die Fläche zwischen dem Graphen
einer Funktion f und der ersten Achse wird in schmale Streifen der Breite dx zerlegt, sodass
sich ihr (orientierter) Inhalt als Summe von Produkten

”
Funktionswert mal dx“ annähern

lässt. Im Grenzfall dx→ 0 ergibt sich das bestimmte Integral, siehe (2.1).

Das bestimmte Integral ist dann die im Grenzfall beliebig feiner Zerlegungen, also dx → 0,
verstandene

Summe über orientierte Flächeninhalte von Rechtecken f(x) · dx . (2.1)

Um zu unterstreichen, dass es sich bei f(x) dx tatsächlich um ein Produkt handelt, ist hier
ein Malpunkt angeschrieben. In diesem Sinn ist also bei der Schreibweise für Integrale der
Ausdruck f(x) dx als Produkt zu verstehen. Diese Deutung (auf die wir im Anhang noch
einmal zurückkommen werden) hat einige Konsequenzen:

• Setzen Sie bitte beim Anschreiben von (bestimmten und unbestimmten) Integralen rich-
tige Klammern, ganz so, wie Sie Klammern setzen, um das Produkt eines Terms mit einer
Summe zu kennzeichnen. Ein Beispiel für korrekt gesetzte Klammern ist der erste Aus-
druck in (5.3) weiter unten. Nicht richtig (obwohl in manchen Lehrbüchern verwendet)
wäre die Schreibweise ∫

x2 + sin(x) dx , (2.2)

denn die würde bedeuten, dass dx nur mit sin(x) multipliziert wird, nicht aber mit x2.
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• Die Vorstellung von f(x) dx als Produkt ermöglicht bei Anwendungen, in denen physika-
lische Einheiten vorkommen, einen einfachen Einheitencheck: So stellt beispielsweise das
früher erwähnte Integral (1.20) die Arbeit dar, die zu verrichten ist, um einen Körper,
auf den eine Kraft wirkt, zu bewegen. Der Check lautet hier

Einheit der Arbeit = Einheit der Kraft · Einheit der Länge (2.3)

(also Joule = Newton ·Meter), wobei natürlich angenommen wird, dass x (und damit
auch dx) eine Länge ist. Überprüfungen dieser Art sind nützlich, um Fehler zu finden!
So ist beispielsweise eine Formel

W = −
x1∫
x0

f(x)x dx (2.4)

für die gegen eine Kraft f zu verrichtende Arbeit schon allein deshalb falsch, weil die
linke Seite eine Arbeit darstellt, die rechte aber eine

”
Kraft mal Länge zum Quadrat“,

also
”
Arbeit mal Länge“.

• Das Symbol dx ist bereits in der Differentialrechnung aufgetreten. Dort konnte die

Ableitung f ′ auch als
”
Differentialquotient“ in der Form

df

dx
geschrieben werden. Sowohl

bei der Bezeichnung von Ableitungen als auch bei der Schreibweise von bestimmten
Integralen kann man sich dx als eine Differenz von sehr nahe benachbarten x-Werten
vorstellen. Ist A die im ersten Abschnitt besprochene Flächeninhaltsfunktion von f , so

können wir A′(x) =
dA

dx
in der Form dA = A′(x) dx schreiben, also als dA = f(x) dx.

Die Integralschreibweise bezeichnet das Bilden der Summe all dieser kleinen (orientierten)
Rechtecksflächen dA (im Sinn eines Grenzübergangs dx → 0). So gesehen bezeichnet
das Symbol dx in der Differentialrechnung und in der Integralrechnung das Gleiche!

• Mit der Interpretation von dF = F ′(x) dx als kleine (
”
infinitesimale“) Änderung des

Funktionswerts einer Funktion F beim Übergang von der Stelle x zur Stelle x+dx ergibt
sich eine intuitive Interpretation des Hauptsatzes der Analysis in der Formulierung (1.12):
Die linke Seite wird gedeutet als Summe der kleinen Änderungen, die sich ergeben,
wenn x, ausgehend von a, schrittweise um ein kleines dx erhöht wird, bis b erreicht
ist. Insgesamt ergibt sich daraus die Gesamtänderung des Funktionswerts von F beim
Übergang von a zu b, also die rechte Seite von (1.12).
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3 Wo treten Integrale auf?

Wir haben den Integralbegriff über das
”
Flächenproblem“ eingeführt. Aber auch in anderen

Situationen treten Integrale auf. Wann immer eine Summe von Produkten

Funktionswert einer abhängigen Größe · kleine Änderung der unabhängigen Größe (3.1)

über ein Intervall der unabhängigen Größe, verstanden im Sinn eines Grenzübergangs
”
kleine

Änderung der unabhängigen Größe → 0“, gebildet wird, handelt es sich um ein bestimmtes
Integral. Ein Beispiel dafür haben wir bereits in (1.20) angegeben. Hier einige weitere Beispiele9:

• Während eines kleinen Zeitintervalls dt ändert sich die Ortskoordinate x eines bewegten
Körpers um dx = v dt, wobei v seine Geschwindigkeit ist. Daraus folgt: Ist der zeitliche
Verlauf v(t) der Geschwindigkeit eines Körpers bekannt, so legt dieser zwischen zwei
Zeitpunkten t0 und t1 die Strecke

t1∫
t0

v(t) dt (3.2)

zurück10. (3.2) kann als orientierter Flächeninhalt unter dem Graphen der Funktion
t 7→ v(t) in einem Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm angesehen werden.

• Wird das Volumen V eines Gases geändert (d.h. wird es komprimiert oder lässt man es
expandieren) und findet kein Wärmeaustausch mit der Umgebung statt, so ändert sich
dessen innere Energie U . Für eine kleine Volumsänderung dV ist diese Änderung (gemäß
dem ersten Hauptsatz der Wärmelehre, der die Erhaltung der Gesamtenergie ausdrückt)
durch dU = −p dV gegeben, wobei p der Druck des Gases ist. Wird das Volumen von
V0 auf V1 geändert, so ist die Änderung der inneren Energie gleich

−
V1∫
V0

p(V ) dV , (3.3)

wobei p(V ) der Druck ist, der herrscht, wenn das Gas das Volumen V einnimmt. (3.3)
kann als minus der orientierte Flächeninhalt unter dem Graphen der Funktion V 7→ p(V )
in einem Volumen-Druck-Diagramm angesehen werden.

• Wird ein Kondensator der Kapazität C geladen oder entladen, so ist damit ein Ladungs-
fluss verbunden, der einer Stromstärke I entspricht. Während eines kleinen Zeitintervalls

dt ändert sich die Spannung U am Kondensator um dU =
1

C
I dt. Ist der zeitliche Ver-

lauf I(t) der Stromstärke bekannt, so ist der zeitliche Verlauf der Spannung durch

U(t) = U(0) +
1

C

t∫
0

I(τ) dτ (3.4)

9 Dabei gehen wir mit
”
Differentialen“ wie dt oder dV so um, wie es in technischen Anwendungen üblich

ist: Wir betrachten sie als kleine Änderungen.
10 Genauer formuliert: (3.2) ist die Differenz

”
Ortskoordinate zur Zeit t1 minus Ortskoordinate zur Zeit t0“.
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gegeben, wobei U(0) die Spannung zum Zeitpunkt t = 0 ist. Beachten Sie, dass die Inte-
grationsvariable hier mit τ bezeichnet wurde, weil das Symbol t (das ja die obere Grenze
darstellt) bereits

”
besetzt“ ist. Das Integral in (3.4) kann als orientierter Flächeninhalt

unter dem Graphen der Funktion t 7→ I(t) in einem Zeit-Stromstärke-Diagramm ange-
sehen werden.

• Ein sehr breites Feld, in dem Integrale auftreten und das in praktisch alle technischen
Anwendungsgebiete hineinreicht, ist das der Differentialgleichungen. Viele Lösungen von
Differentialgleichungen können als Integrale ausgedrückt werden. Wir gehen auf dieses
Thema hier nicht weiter ein.
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4 Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen

Gehen wir die im Skriptum Differenzieren – kurz und bündig angegebenen Ableitungen ele-
mentarer Funktionen durch und

”
drehen die Reihenfolge um“, so können wir sogleich einige

oft benötigte Stammfunktionen notieren. Dabei haben wir da und dort kleine Anpassungen
vorgenommen11:

f(x)

∫
f(x) dx Anmerkung

xr
xr+1

r + 1
+ C für r ∈ R mit r 6= −1

1

x
ln (|x|) + C | |-Symbol nur für x < 0 relevant

sin(x) − cos(x) + C

cos(x) sin(x) + C

1

cos2(x)
tan(x) + C

1√
1− x2

asin(x) + C asin(x) = − acos(x) +
π

2

1

1 + x2
atan(x) + C

ex ex + C

ax
ax

ln(a)
+ C für a ∈ R mit a > 0 und a 6= 1

sinh(x) cosh(x) + C

cosh(x) sinh(x) + C

Als Spezialfall der ersten Regel für r = 2 erhalten wir (1.14). Weitere Spezialfälle für r = 1
2
,

r = −1
2

und r = −2 ergeben sich zu∫
x1/2 dx =

2

3
x3/2 + C ,

∫
x−1/2 dx = 2x1/2 + C ,

∫
x−2 dx = −x−1 + C , (4.1)

11 Zum Beispiel wurde die Beziehung cos′(x) = − sin(x) in der leicht variierten Form (− cos(x))
′

= sin(x)
benutzt, um die Stammfunktion der Sinusfunktion angeben zu können.
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was wir auch in der Form∫ √
x dx =

2

3
x3/2 + C ,

∫
1√
x
dx = 2

√
x+ C ,

∫
1

x2
dx = −1

x
+ C (4.2)

schreiben können. Ist der Integrand ein Bruchterm, so kann das Symbol dx auch in den Zähler
geschrieben werden. So schreibt man etwa das mittlere der Integrale in (4.2) auch in der Form∫

dx√
x

(4.3)

an.

Bei der Benutzung all dieser Formeln zur Berechnung bestimmter Integrale ist zu beachten,
dass sich innerhalb des Integrationsbereichs keine Stelle befinden darf, an der der Integrand
nicht definiert ist. So ist beispielsweise die Berechnung

b∫
a

1

x2
dx = −1

x

∣∣∣∣b
a

= −1

b
−
(
−1

a

)
=

1

a
− 1

b
(4.4)

nur dann korrekt, wenn a und b beide positiv oder beide negativ sind. Ist hingegen a negativ
und b positiv, so liegt die Unendlichkeitsstelle 0 innerhalb des Intervalls [a, b], und folglich ist
(4.4) in diesem Fall nicht anwendbar.

5 Elementare Eigenschaften des Integrals

Bei der Berechnung bestimmter und unbestimmter Integrale von Funktionen, die aus Funktio-
nen zusammengesetzt sind, deren Stammfunktionen wir bereits kennen, helfen einige elemen-
tare Sachverhalte, die unmittelbar aus der Definition des Integrals folgen. Etwas ausgefeiltere
Methoden werden im darauffolgenden Abschnitt besprochen.

• Integral einer Summe: Es gilt∫ (
f(x) + g(x)

)
dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx (5.1)

und
b∫

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx . (5.2)

In Worten: Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale12.

Beispiel13:∫ (
x2 + sin(x)

)
dx =

∫
x2 dx +

∫
sin(x) dx =

x3

3
− cos(x) + C . (5.3)

12 In (5.1) schreiben wir auf der rechten Seite keine Integrationskonstante an, da ohnehin in den beiden
unbestimmten Integralen Integrationskonstanten enthalten sind.

13 Von jedem der beiden unbestimmten Integrale zwischen den Gleichheitszeichen kommt eine Integrations-
konstante. Deren Summe, die ja wieder nur eine frei wählbare Konstante ist, wurde mit C bezeichnet.
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• Integral eines Vielfachen: Ist c eine reelle Zahl (also eine Konstante), so gilt∫
c f(x) dx = c

∫
f(x) dx (5.4)

und
b∫

a

c f(x) dx = c

b∫
a

f(x) dx. (5.5)

In Worten: Das Integral eines Vielfachen ist das Vielfache des Integrals.

Beispiel14: ∫
6x2 dx = 6

∫
x2 dx = 6 · x

3

3
+ C = 2 x3 + C . (5.6)

• Integral einer Linearkombination: Eine Linearkombination von Funktionen ist eine

”
Summe von Vielfachen“, beispielsweise eine Funktion der Form r f + s g, wobei f und
g Funktionen und r und s reelle Zahlen sind. Aus den beiden vorangegangenen Regeln
folgt, dass das Integral einer Linearkombination die Linearkombination der Integrale ist:∫ (

r f(x) + s g(x)
)
dx = r

∫
f(x) dx + s

∫
g(x) dx (5.7)

und
b∫

a

(
r f(x) + s g(x)

)
dx = r

b∫
a

f(x) dx+ s

b∫
a

g(x) dx , (5.8)

und entsprechende Regeln gelten für Linearkombinationen mit mehr als zwei Summan-
den.

Beispiel: ∫ (
6x2 − 5 sin(x)

)
dx = 6

∫
x2 dx− 5

∫
sin(x) dx =

= 6 · x
3

3
+ 5 cos(x) + C = 2x3 + 5 cos(x) + C . (5.9)

Für Integrale von Produkten, Quotienten und Verkettungen von Funktionen stehen keine ein-
fachen Regeln zur Verfügung, die immer funktionieren würden. Dieser Unterschied zur Dif-
ferentialrechnung (wo es eine Produktregel, eine Quotientenregel und eine Kettenregel zur
Berechnung der Ableitung gibt) macht das Integrieren zu einer schwierigeren Angelegenheit
als das Differenzieren. Für das Integrieren gibt es kein

”
Kochrezept“, das immer anwendbar

14 Vom Integral
∫
x2 dx kommt eine Integrationskonstante, deren 6-faches ja wieder nur eine frei wählbare

Konstante ist, die wir mit C bezeichnen.
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wäre. Es gibt sogar (viele) Funktionen, deren Stammfunktionen sich nicht durch
”
geschlos-

sene“ Terme ausdrücken lassen, also durch Terme, die aus uns bekannten Funktionstermen
aufgebaut sind. Beispiele dafür sind∫

e−x
2

dx und

∫
sin(x)

x
dx . (5.10)

Werden derartige Integrale oft benötigt, so gibt man den Funktionen, die sie darstellen, eigene
Namen (wie beispielsweise

”
Fehlerfunktion“ – in der Statistik wichtig – und

”
Integralsinus“ für

Funktionen, die mit Hilfe der Stammfunktionen in (5.10) gebildet werden) und berechnet ihre
Funktionswerte mit eigens dafür geschaffenen numerischen Methoden (natürlich am Compu-
ter). Ein weiteres Beispiel für ein Integral, das nicht geschlossen durch elementare Funktionen
ausgedrückt werden kann, ist das Integral (6.19), (6.20), das wir später besprechen werden.

Eine letzte Eigenschaft des bestimmten Integrals, die wir in diesem Abschnitt erwähnen, ist

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx . (5.11)

Für a < b < c besagt diese Beziehung, dass der (orientierte) Flächeninhalt im Intervall [a, c]
auch erhalten werden kann, indem man ihn für [a, b] und [b, c] getrennt berechnet und die
beiden Anteile addiert (siehe Abbildung 5). Das wird unter anderem benutzt, um Integrale
über stückweise termdefinierte Funktionen15 zu berechnen. Mit (1.21) gilt (5.11) für beliebige
a, b, c ∈ R.

Abbildung 5: Illustration zu (5.11) für a < b < c. Der (orientierte) Flächeninhalt zwischen
Graph (rote Linie) und erster Achse im Intervall [a, c] ist die Summe der entsprechenden
(orientierten) Flächeninhalte in den Intervallen [a, b] und [b, c].

15 Siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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6 Einige Integrationsmethoden

Wie bereits erwähnt, ist das Integrieren schwieriger als das Differenzieren, da es kein
”
Kochre-

zept“ für Integrale von Produkten und Verkettungen gibt. Manchmal gelingt es, Stammfunk-
tionen zu erraten, aber für den Fall, dass das nicht klappt, stehen einige Regeln, die unter
Umständen weiterhelfen, zur Verfügung. Zuvor aber ein Tipp, den Sie immer befolgen können:

• Integrieren mit dem Computer: Zögern Sie nicht, beim Integrieren die Hilfe des
Computers in Anspruch zu nehmen! Computeralgebrasysteme (wie Mathematica oder
GeoGebra) haben viele Integrationsverfahren und die Erfahrung von Generationen ein-
gebaut, um – sowohl unbestimmte als auch bestimmte – Integrale zu berechnen. Wenn
Sie Ihre Berechnungen lieber auf dem Papier ausführen, können Sie die Stammfunk-
tionen, die diese Programme ausgeben, überprüfen, indem Sie sie differenzieren. Falls
einmal kein befriedigendes Ergebnis ausgegeben, sondern lediglich die Eingabe wiederholt
(Mathematica) oder ein Fragezeichen ausgegeben wird (GeoGebra), so können Sie realis-
tischerweise davon ausgehen, dass Sie ebenfalls keine Stammfunktion finden werden! In
den meisten dieser Fälle wird es dann gar keinen geschlossenen Term für die Stammfunk-
tion geben16. Wird statt eines Funktionsterms ein (Ihnen unbekannter) Funktionsname
ausgegeben, so können Sie eine der vielen Quellen im WWW nutzen, um sich über die
betreffende Funktion zu informieren. Fazit: Machen Sie sich bitte damit vertraut, wie
das Integrieren mit dem Computerwerkzeug Ihrer Wahl durchgeführt wird!

Konsultieren Sie den Rest dieses Abschnitts, wenn Sie kompliziertere Integrale als die bisher
besprochenen auf dem Papier berechnen müssen und es erst mal ohne Computer probieren
wollen!

• Substitutionsmethode für unbestimmte Integrale: Die Substitutionsmethode be-
steht darin, bei der Berechnung eines (bestimmten oder unbestimmten) Integrals anstelle
der (als x bezeichneten) Integrationsvariable eine andere Integrationsvariable (wir nen-
nen sie u) einzuführen, mit deren Hilfe sich das Integral leichter berechnen lässt. (Es
wird also die Variable x durch eine neue Variable u ersetzt –

”
substituiert“ –, woraus

sich der Name dieser Methode erklärt.) Im Idealfall handelt es sich beim Übergang von
der Variable x zur Variable u um eine Variablentransformation, d.h. um eine umkehrbare
Entsprechung x ↔ u. Jedem Wert von x entspricht dann genau ein Wert von u und
umgekehrt. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist es möglich, wahlweise u als Funktion von
x aufzufassen oder x als Funktion von u. Wir werden im Folgenden die Substitutionsme-
thode für diesen Fall besprechen und danach auf den Fall eingehen, dass der Übergang
von x zu u nicht umkehrbar ist. Dabei behandeln wir zuerst unbestimmte Integrale und
im darauffolgenden Punkt bestimmte Integrale.

Die Methode der Variablentransformation (wir nennen sie Methode 1) sei anhand ei-
nes Beispiels demonstriert: Angenommen, wir stehen vor der Aufgabe, das unbestimmte
Integral

∫
x sin(x2) dx zu berechnen, und haben die Vermutung (oder Hoffnung), dass

sich die Integration vereinfachen wird, wenn u = x2 als neue Variable verwendet wird.

16 Das bedeutet nicht, dass die Stammfunktion in einem solchen Fall nicht existieren würde. Sie lässt sich
nur – höchstwahrscheinlich – nicht

”
geschlossen darstellen“.
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Damit diese Beziehung umgekehrt werden kann, müssen wir uns auf einen der Bereiche
x ≥ 0 oder x ≤ 0 beschränken. Wir wählen den Bereich x ≥ 0, in dem die Umkehrtrans-
formation durch x =

√
u gegeben ist17. Der springende Punkt besteht nun darin, durch

die Berechnung einer Ableitung dx durch u und du auszudrücken18:

du

dx
=

d

dx
x2 = 2x = 2

√
u , daher dx =

du

2
√
u

. (6.1)

Die gleiche Umrechnungsformel kann auch so erzielt werden:

dx

du
=

d

du

√
u =

1

2
√
u

, daher dx =
du

2
√
u

. (6.2)

Nun können wir das Integral gänzlich durch die Variable u ausdrücken:∫
x sin(x2) dx =

∫ √
u sin(u)

du

2
√
u

=
1

2

∫
sin(u) du =

= −1

2
cos(u) + C = −1

2
cos(x2) + C . (6.3)

Im letzten Schritt wurde das Ergebnis wieder durch die ursprüngliche Variable x ausge-
drückt (

”
rücksubstituiert“). Sehen Sie sich genau an, wie sich die Vereinfachung ergeben

hat: Es konnte
√
u gegen

1√
u

gekürzt werden. Die gleiche Methode hätte beim Integral∫
sin(x2) dx keine Vereinfachung gebracht. (Versuchen Sie es!)

Das in (6.3) erzielte Ergebnis gilt zunächst nur im Bereich x ≥ 0. Wenden Sie zur Übung
die gleiche Methode für den Bereich x ≤ 0 an! Das Ergebnis wird (durch x ausgedrückt)
der gleiche Term sein19.

Besonders häufig benutzte Variablentransformationen sind (mit Konstanten c und k,
wobei k 6= 0):

u = x+ c , woraus folgt: dx = du (6.4)

u = k x , woraus folgt: dx =
du

k
. (6.5)

17 Im Bereich x ≤ 0 würde sie x = −
√
u lauten.

18 Hier zeigt sich ganz praktisch, dass – wie bereits erwähnt – die Symbole dx und du beim Differenzieren
und beim Integrieren im Grunde das Gleiche bedeuten.

19 Eine andere Methode, das einzusehen, besteht darin, die Beziehung d
dx

(
− 1

2 cos(x2)
)

= x sin(x2) zu
überprüfen. Sie gilt ganz allgemein, also auch im Bereich x ≤ 0. Wären wir durch ein bisschen Probieren auf
diese Beziehung gestoßen, so hätten wir die gesuchte Stammfunktion sogleich gekannt und uns die Variablen-
transformation sparen können! Viele mathematische Ergebnisse können auf unterschiedlichen Wegen erzielt
werden!
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Damit berechnen wir beispielsweise∫
dx

(x− 4)2
= (mit u = x− 4) =

∫
du

u2
= −1

u
+ C = − 1

x− 4
+ C (6.6)∫

sin(3x) dx = (mit u = 3x) =

∫
sin(u)

du

3
=

1

3

∫
sin(u) du =

= −1

3
cos(u) + C = −1

3
cos(3x) + C (6.7)∫

e−x dx = (mit u = −x) = −
∫
eu du = −eu + C = −e−x + C. (6.8)

Mit ein bisschen trial and error kann man diese Stammfunktionen aber auch
”
erraten“20.

Wir wollen nun noch eine etwas allgemeinere Variante der Substitutionsmethode, die wir
Methode 2 nennen, besprechen: Bisher haben wir vorausgesetzt, dass der Übergang
von x zur neuen Variable u im betrachteten Bereich umkehrbar ist. Manchmal kommt
man auch ohne diese Voraussetzung aus. Betrachten wir ein Integral der Form∫

g(u(x))u′(x) dx , (6.9)

wobei g und u Funktionen sind. Ist G eine Stammfunktion von g, so gilt (gemäß der
Kettenregel)

d

dx
G(u(x)) = G′(u(x))u′(x) = g(u(x))u′(x) , (6.10)

was genau gleich dem Integranden von (6.9) ist. Damit ist eine Stammfunktion gefunden,
und das Integral kann berechnet werden:∫

g(u(x))u′(x) dx = G(u(x)) + C . (6.11)

Um dieses Ergebnis zu erhalten, kann formal auch so vorgegangen werden: Zunächst

wird
du

dx
= u′(x) zu

du = u′(x) dx (6.12)

und damit zu

dx =
du

u′(x)
(6.13)

umgeformt. Wird im Integranden anstelle von g(u(x)) einfach g(u) geschrieben, verein-
facht sich das Integral folgendermaßen:∫

g(u(x))u′(x) dx =

∫
g(u)u′(x)

du

u′(x)
=

∫
g(u) du = G(u) + C, (6.14)

20 Sie können sich ganz allgemein mit Hilfe der Kettenregel davon überzeugen, dass eine Stammfunktion

von f(k x + c) durch
1

k
F (k x + c) gegeben ist, wenn F (x) eine Stammfunktion von f(x) ist.
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was nun wieder als G(u(x))+C geschrieben werden kann. Beachten Sie, wie die zunächst

verbliebene x-Abhängigkeit weggefallen ist: Es konnte u′(x) gegen
1

u′(x)
gekürzt werden.

An keiner Stelle wurde vorausgesetzt, dass die Funktion u umkehrbar ist. Wird die
Struktur des Integranden in (6.9) gleich von Beginn an erkannt, muss man nicht so
vorgehen, da sich die Lösung mit (6.11) ja ohnehin sofort ergibt. Aber bei komplizierteren
Integranden kann es auch mal passieren, dass man einen Kandidaten für u(x) erkennt,
aber nicht sicher ist, ob die Gesamtstruktur des Integrals wirklich von der Form (6.9)
ist. In einem solchen Fall kann das Integral zunächst mit Hilfe von (6.13) umgeschrieben
werden. Dann muss versucht werden, ob die Sache aufgeht: Wenn die verbleibenden,
noch von x abhängigen Teilausdrücke im Integranden entweder im betrachteten Bereich
als Funktionen von u(x) geschrieben werden können oder sich herauskürzen, ergibt sich
ein Integral, in dem nur mehr die Variable u vorkommt. Auf das Integral

∫
x sin(x2) dx,

das wir in (6.3) bereits berechnet haben, angewandt, sieht Methode 2 so aus: Mit
u(x) = x2 wird

du = u′(x) dx = 2x dx , daher dx =
du

2x
. (6.15)

Das wird in das Integral eingesetzt (und x2 durch u ersetzt):∫
x sin(x2) dx =

∫
x sin(u)

du

2x
=

1

2

∫
sin(u) du =

= −1

2
cos(u) + C = −1

2
cos(x2) + C . (6.16)

Im letzten Schritt wurde u wieder durch x2 ersetzt. Es ergibt sich das gleiche Ergebnis
wie in (6.3), aber aufgrund der geänderten Art der Argumentation wissen wir nun, dass
es ganz allgemein gilt, während (6.3) nur für den Bereich x ≥ 0 gewonnen wurde. Der
entscheidende Unterschied ist, dass wir bei der Vorgangsweise in (6.16) nicht darauf
angewiesen sind, x durch u auszudrücken, dass also die Entscheidung, ob x =

√
u oder

x = −
√
u gesetzt werden soll, gar nicht notwendig war.

Die beiden Methoden sind eng verwandt. Falls beim Versuch, Methode 2 anzuwenden,
im betrachteten Bereich die Umkehrfunktion u−1 von u existiert, so kann mit Hilfe der
Identität

x = u−1(u(x)) (6.17)

jede verbleibende x-Abhängigkeit im Integranden als Funktion von u(x) geschrieben
werden. In diesem Fall reduziert sich Methode 2 auf Methode 1, d.h. auf eine Variablen-
transformation x ↔ u, wie sie zuvor besprochen wurde. Falls u aber im betrachteten
Bereich keine Umkehrfunktion besitzt und dennoch im Integranden eine Abhängigkeit
von x verbleibt, die nicht als Funktion von u(x) ausgedrückt werden kann, funktioniert
Methode 2 nicht. Sehen wir uns das anhand unseres letzten Beispiels

∫
x2 sin(x4) dx

an: Wir setzen (vermuten) in diesem Fall u(x) = x4 und berechnen

du = u′(x) dx = 4x3 dx , daher dx =
du

4x3
. (6.18)
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Damit wird ∫
x2 sin(x4) dx =

∫
x2 sin(u)

du

4x3
=

1

4

∫
sin(u)

du

x
. (6.19)

Das verbleibende x im Integranden kann nun nicht mehr als Funktion von u ausgedrückt
werden. Methode 2 mit u(x) = x4 funktioniert hier nicht! Wir können uns aber auf den
Bereich x ≥ 0 beschränken (also zu Methode 1 zurückkehren). In diesem Bereich lässt
sich die Beziehung u = x4 zu x = u1/4 umkehren21, und wir können das Integral in die
Form

1

4

∫
sin(u)

du

x
=

1

4

∫
sin(u)

du

u1/4
=

1

4

∫
u−1/4 sin(u) du (6.20)

bringen. Leider ist hier trotzdem Endstation, denn das auf diese Weise erhaltene Integral
ist nicht einfacher als das ursprüngliche!

• Substitutionsmethode für bestimmte Integrale: Soll ein bestimmtes Integral be-
rechnet werden, für das die Stammfunktion durch eine Transformation auf eine neue
Variable u gefunden werden kann, so muss man die Stammfunktion nicht unbedingt
durch die ursprüngliche Variable x ausdrücken. Es genügt, die Integrationsgrenzen in die
entsprechenden Werte von u umzurechnen. Das gilt sowohl für Methode 1 als auch für
Methode 2. Lautet die Substitution beispielsweise u = 3x und sind die Grenzen 0 (also
xuntere Grenze = 0) und 2 (also xobere Grenze = 2), so ist uuntere Grenze = 3 · 0 = 0 und
uobere Grenze = 3 · 2 = 6. Damit können wir beispielsweise berechnen

2∫
0

e3x dx = (mit u = 3x) =

6∫
0

eu
du

3
=

1

3

6∫
0

eu du =

=
1

3
eu
∣∣∣6
0

=
1

3

(
e6 − e0

)
=

1

3

(
e6 − 1

)
, (6.21)

ohne die Stammfunktion 1
3
eu wieder durch x ausdrücken zu müssen. Um in der Schreib-

weise ganz deutlich zu machen, dass die Grenzen jetzt nicht für x, sondern für u einge-
setzt werden, können Sie

1

3
eu
∣∣∣u= 6

u= 0
statt

1

3
eu
∣∣∣6
0

(6.22)

schreiben. Eine solche Notation ist insbesondere dann praktisch, wenn in einer Anwen-
dungssituation unterschiedliche Symbole vorkommen, von denen eines die Integrations-
variable bezeichnet und die anderen lediglich Konstanten sind. So ist beispielsweise klar,
was mit

e2r+s
∣∣∣s= 1

s= 0
(6.23)

gemeint ist (nämlich e2r+1 − e2r), während das bei der Schreibweise

e2r+s
∣∣∣1
0

(6.24)

nicht der Fall ist.
21 Beachten Sie: Im Bereich x ≤ 0 wäre x = −u1/4 zu setzen.



Integrieren – kurz und bündig 21

• Methode der partiellen Integration: Ist F eine Stammfunktion von f und ist g eine
weitere Funktion, so gilt aufgrund der Produktregel(

F (x) g(x)
)′

= F ′(x) g(x) + F (x) g′(x) = f(x) g(x) + F (x) g′(x) . (6.25)

Daher ist F (x) g(x) eine Stammfunktion von f(x) g(x) + F (x) g′(x), und es gilt∫ (
f(x) g(x) + F (x) g′(x)

)
dx = F (x) g(x) + C. (6.26)

Das schreiben wir in die Form∫
f(x) g(x) dx = F (x) g(x)−

∫
F (x) g′(x) dx (6.27)

um (wobei wir nun die Integrationskonstante weglassen, weil eine solche ohnehin im In-
tegral auf der rechten Seite enthalten ist). Formel (6.27) wird vor allem dann angewandt,
wenn sich das Integral auf der rechten Seite einfacher berechnen lässt als das auf der
linken. Diese Methode heißt partielle Integration. Sehen Sie sich die Struktur von (6.27)
genau an: Es ist das Integral eines Produkts zu berechnen. Ist

– die Stammfunktion eines der beiden Faktoren bekannt,
– und ergibt sich eine Vereinfachung, wenn dieser Faktor durch seine Stammfunktion

und der andere Faktor durch seine Ableitung ersetzt wird,

so kann die Methode der partiellen Integration angewandt werden.

Wir illustrieren das anhand eines Beispiels: Wir sollen
∫

sin(x)x dx berechnen. Mit
f(x) = sin(x) und g(x) = x ist F (x) = − cos(x) und g′(x) = 1. Damit wird∫

sin(x)x dx = − cos(x)x+

∫
cos(x) · 1 dx = − cos(x)x+ sin(x) + C . (6.28)

Integral erfolgreich berechnet! Aber Achtung: Ist die Aufgabe gestellt,
∫
x sin(x) dx zu

berechnen (die gleiche Aufgabe wie zuvor, nur anders angeschrieben), so bringt es nichts,
f(x) = x und g(x) = sin(x) zu setzen, denn dann handelt man sich ein Integral über
x2 cos(x) ein. Beim partiellen Integrieren ist also zuerst zu überlegen, welcher Faktor die
Rolle von f(x) und welcher die Rolle von g(x) spielen soll!

Besonders reizvoll nimmt sich diese Methode aus, wenn sie auf das unbestimmte Integral∫
sin(x) cos(x) dx angewandt wird. Mit f(x) = sin(x) und g(x) = cos(x) erhalten wir

zunächst∫
sin(x) cos(x) dx = − cos(x) cos(x)−

∫
(− cos(x))(− sin(x)) dx =

= − cos2(x)−
∫

cos(x) sin(x) dx . (6.29)

Nun steht das zu berechnende Integral auch rechts vom letzten Gleichheitszeichen, al-
lerdings (und glücklicherweise) mit einem Minuszeichen! Bezeichnen wir es mit I, so gilt
also

I = − cos2(x)− I , (6.30)
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Integrale dieser Art heißen uneigentliche Integrale. Nicht jedes uneigentliche Integral führt auf
einen endlichen Wert, wie die Beispiele

∞∫
1

dx

x
= ln(x)

∣∣∣∞
1

= lim
x→∞

ln(x)− ln(1) =∞ (7.3)

und
1∫

0

dx

x
= ln(x)

∣∣∣1
0

= ln(1)− lim
x→0

ln(x) =∞ (7.4)

zeigen22. (Siehe Abbildung 6, unten: Beide Flächenstücke, die sich
”
nach rechts“ und

”
nach

oben“ bis ins Unendliche erstrecken, haben einen unendlich großen Flächeninhalt.)
Zwei weitere, für Anwendungen wichtige uneigentliche Integrale sind

∞∫
0

e−x dx = 1 und

∞∫
0

e−x
2

dx =

√
π

2
. (7.5)

Das erste lässt sich mit den uns zur Verfügung stehenden Methoden leicht berechnen (versu-
chen Sie es!). Die Begründung des zweiten geht über den Stoff dieses Skriptums hinaus.

22 Lesen Sie im Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen nach, wenn Ihnen
nicht klar ist, warum ln(0) nicht existiert und warum ln(x), salopp ausgedrückt, gegen −∞ strebt, wenn x
von positiven Werten her der Stelle 0 beliebig nahe rückt!
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Abbildung 6: Durch uneigentliche Integrale berechnete Flächeninhalte:
− Links oben: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)

Flächenstücks ist endlich und durch (7.1) gegeben.
− Rechts oben: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)

Flächenstücks ist endlich und durch (7.2) gegeben.
− Links unten: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)

Flächenstücks ist unendlich. Siehe (7.3).
− Rechts unten: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)

Flächenstücks ist unendlich. Siehe (7.4).
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8 Anhang: Riemannsche Summen

Abbildung 7: Eine Riemannsche Summe: Der Integrationsbereich [a, b] wird in n Teilinterval-
le zerlegt (hier ist n = 16 gewählt), und innerhalb jedes Teilintervalls wird eine beliebige Stelle
gewählt, deren Funktionswert die

”
Höhe“ eines Rechtecks bestimmt. Die erste und die letzte

dieser Höhen sind mit f(x1) und f(x16) beschriftet. Der (orientierte) Gesamtflächeninhalt
dieser Rechtecke ist eine Riemannsche Summe. Ist f eine integrierbare Funktion, so strebt
die Riemannsche Summe im Grenzübergang n→∞ gegen das bestimmte Integral.

Wir haben uns bei der Definition des Integralbegriffs auf unsere Intuition über den Verlauf
von Funktionsgraphen verlassen. Hier zum Abschluss dieses Skriptums die genaue Definition
des bestimmten Integrals: Um zunächst eine Annäherung an den orientierten Flächeninhalt
zwischen Graph und erster Achse zu finden, unterteilen wir das Intervall [a, b] in n gleich große
Teilintervalle23, wobei wir ihre Anzahl n offen lassen. Jedes Teilintervall hat demnach die Länge

h =
b− a
n

. (8.1)

23 Die folgende Konstruktion kann auch für Teilintervalle unterschiedlicher Länge durchgeführt werden, aber
wir wollen unsere Beschreibung so einfach wie möglich halten.
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In jedem dieser n Teilintervalle wählen wir eine Stelle, und diese Stellen bezeichnen wir mit
x1, x2, . . . , xn. In Abbildung 7 ist eine solche Situation für n = 16 dargestellt. Die Approxima-
tion des orientierten Flächeninhalts als Summe von (orientierten) Rechtecksflächen

f(x1)h+ f(x2)h+ · · ·+ f(xn)h (8.2)

oder, kompakter mit dem Summensymbol angeschrieben24,

n∑
k=1

f(xk)h (8.3)

heißt Riemannsche Summe25. Falls nun im Grenzübergang n → ∞ (d.h. bei immer feiner
werdender Unterteilung des Integrationsbereichs)

• die Riemannsche Summe (8.2) stets gegen ein und dieselbe Zahl K strebt,

• und zwar unabhängig davon, wie die Zwischenstellen x1, x2, . . . , xn gewählt werden,

so nennen wir die Funktion f (Riemann-)integrierbar und bezeichnen die Zahl K als das

(Riemann-)Integral von f über das Intervall [a, b], geschrieben als
b∫
a

f(x) dx.

Für eine sehr feine Unterteilung des Integrationsbereichs ist dann

b∫
a

f(x) dx ≈
n∑
k=1

f(xk)h . (8.4)

Hier begegnen wir wieder der bereits im zweiten Abschnitt diskutierten Deutung des bestimm-

ten Integrals als (Grenzwert einer) Summe von Produkten. Das Integralzeichen
b∫
a

entspricht

dem Bilden der Summe über die n Teilintervalle:∫ b

a

←→
n∑
k=1

. (8.5)

Der Integrand f(x) entspricht den Funktionswerten f(xk) an den in den Teilintervallen gewählten
Stellen xk und damit der Höhe der einzelnen Rechtecke in Abbildung 7:

f(x) ←→ f(xk) . (8.6)

Das Symbol dx entspricht der Länge h der Teilintervalle und damit der Breite der Rechtecke
in Abbildung 7:

dx ←→ h . (8.7)

24 Diese Schreibweise für Summen wurde im Skriptum Der binomische Lehrsatz und die Binomialkoeffizienten
eingeführt und erläutert.

25 Nach Bernhard Riemann (1826 – 1866).
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Das Produkt f(x) dx schließlich entspricht dem (orientierten) Flächeninhalt f(xk)h der ein-
zelnen Rechtecke in Abbildung 7:

f(x) dx ←→ f(xk)h . (8.8)

Oft wird statt h das Symbol ∆x verwendet. Damit sehen diese Entsprechungen noch sugges-
tiver aus, insbesondere die letzten beiden:

dx ←→ ∆x , (8.9)

f(x) dx ←→ f(xk) ∆x . (8.10)

Manchmal werden die Zwischenstellen x1, x2, . . . , xn so gewählt, dass jeder ihrer Funktions-
werte eine untere Schranke der auf das betreffende Teilintervall eingeschränkten Funktion f ist
(dann heißt (8.2) eine Untersumme) oder dass jeder ihrer Funktionswerte eine obere Schranke
der auf das betreffende Teilintervall eingeschränkten Funktion f ist (dann heißt (8.2) eine
Obersumme). Es ist dann jede Untersumme kleiner-gleich jeder Obersumme. Die Funktion
f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zwischen die Menge der Untersummen und die
Menge der Obersummen genau eine Zahl passt – diese ist dann das bestimmte Integral.

Diese Betrachtungen haben nicht nur theoretischen Wert, sondern sind auch von praktischer
Relevanz: Falls in einer Anwendung ein bestimmtes Integral auftritt, bei dem alle zuvor be-
sprochenen Integrationsmethoden versagen (z.B. weil es keinen geschlossenen Term für die
Stammfunktion gibt), so kann man numerische Methoden anwenden, um seinen Wert zu be-
rechnen. Die einfachste besteht darin, eine Riemannsche Summe der Form (8.2) zu berechnen
(wobei jede der Zwischenstellen x1, x2, . . . , xn entweder am linken oder am rechten Rand oder
genau in der Mitte des entsprechenden Teilintervalls gewählt wird) – eine leichte Aufgabe für
einen Computer! Die Theorie garantiert uns dann, dass für hinreichend großes n die Abwei-
chung dieser Näherung vom wahren Wert des Integrals beliebig klein wird.

Fast überflüssig ist es hinzuzufügen, dass Computeralgebrasysteme auch die Kunst des nume-
rischen Integrierens beherrschen.

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juli 2015 im Rahmen des Projekts
”
Entwicklung und

Durchführung von Qualitätssicherungsmaßnahmen in Brückenkursen“

(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien

(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 – 2023 unter Mitwirkung von

Harald Stockinger mehrmals korrigiert und überarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.

http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html
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