
Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen

1. Vorraussetzungen:
Sei K = R.
V sei ein Vektorraum ber R mit der Dimension n, W sei ein Vektorraum ber R mit der
Dimension m. (n und m muessen natuerliche Zahlen ≥ 1 sein, muessen aber nicht gleich
sein!)
Weiters sei f : V →W eine beliebige lineare Abbildung.

2. Waehle in V eine (geordnete) Basis BV = (v1, . . . , vn)

3. ιV sei die Abbildung, die aus einem Vektor v ∈ V den jeweiligen Koordinatenvektor a bzgl.
der Basis BV erzeugt.

D.h. Ist v = α1v1 + . . .+ αnvn, so ist ιV (v) =

 α1

...
αn

 = a

Was sind nun Definitionsbereich und Bildbereich von ιV ?
ιV : V → Rn

v = α1v1 + . . .+ αnvn 7→ ιV (v) =

 α1

...
αn

 =: a

ιV ist nun also ein Isomorphismus (eine bijektive lineare Abbildung) zwischen V und dem
Rn. D.h. der Vektorraum V ist isomorph zum Rn, d.h. praktisch, V entspricht dem Rn.

4. Waehle in W eine (geordnete) Basis BW = (w1, . . . , wm)

5. ιW sei nun die Abbildung, die aus einem Vektor w ∈W den jeweiligen Koordinatenvektor
b bzgl. der Basis BW erzeugt.

D.h. Ist w = β1w1 + . . .+ βmwm, so ist ιW (w) =

 β1
...
βm

 = b

Was sind nun Definitionsbereich und Bildbereich von ιV ?
ιW : W → Rm

w = w = β1w1 + . . .+ βmwm 7→ ιW (w) =

 β1
...
βm

 =: b

ιW ist nun also ein Isomorphismus (eine bijektive lineare Abbildung) zwischen W und
dem Rm. D.h. der Vektorraum W ist isomorph zum Rm, d.h. praktisch, W entspricht
dem Rm.
Insbesondere ist ιW invertierbar, also existiert auch die Umkehrabbildung ι−1

W , die Koordi-
natenvektoren aus dem Rm wieder in Vektoren von W umwandelt.
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6. f war eine lineare Abbildung von V nach W . Da wir festgestellt haben, dass Rn und Rm iso-
morph zu V undW sind, gibt es praktisch eine (gleichwertige) Abbildung g : Rn → Rm,
die der Abbildung f entspricht, und die die selben Eigenschaften wie f hat.
Lineare Abbildungen vom Rn in den Rm koennen als reelle (m × n)-Matrizen (m Zeilen
und n Spalten) geschrieben werden. Die Eintraege in der Matrix haengen nun von f und
von der Wahl der Basis ab.

f
V −→ W

ιV ↓ ↓ ιW
Rn −→ Rm

g

Somit gilt also: f = ι−1
W ◦ g ◦ ιV . Ueberlege diesen Zusammenhang anhand der Skizze

oben! (Lesehinweis: die Funktion, die am weitesten rechts steht, wird zuerst angewendet,
◦ bedeutet Hintereinanderausfuehrung!)

7. Wie wir bereits wissen, ist eine lineare Abbildung bereits durch die Bilder der Basisvektoren
einer beliebigen Basis eindeutig festgelegt. Aus diesem Grund betrachten wir die Bilder
Basisvektoren BV und schreiben diese Bilder als Linearkombination aus Basisvektoren der
Basis BW .

f(v1) := λ1,1w1 + . . . λm,1wm

...
f(vj) := λ1,jw1 + . . .+ λi,jwi + . . . λm,jwm

...
f(vn) := λ1,nw1 + . . . λm,nwm
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Im Klartext heit das:

v1
ιV
←→



1
0
0
0
...
0
0


g
7−→



λ1,1
λ2,1
λ3,1
λ4,1

...
λm−1,1

λm,1


ιW
←→ f(v1)

vj
ιV
←→



0
...
0
1
0
...
0


g
7−→



λ1,j
...

λi−1,j

λi,j
λi+1,j

...
λm,j


ιW
←→ f(vj)

vn
ιV
←→



0
0
0
...
0
0
1


g
7−→



λn,1
λn,2
λn,3

...
λn,m−2

λn,m−1

λn,m


ιW
←→ f(vn)

Wir wollen nun die Matrix A von f bzgl. der Basen BV und BW finden. Unserer Funktion
g binhaltet diese Matrix: fuer a ∈ Rn gilt: g(a) = Aa = b ∈ Rm.

Durch die Rechenregeln der Matrixmultiplikation ergibt es sich, dass die erste Spalte von
der Matrix A direkt das Bild des Vektors (1, 0, . . . , 0)T unter der Abbildung g ist.
Die j-te Spalte von A ist somit direkt das Bild des j-ten Einheitsvektors unter der Abbil-
dung g, usw.

A =



λ1,1 . . . λ1,j . . . λ1,n
...

...
...

λi,1 . . . λi,j . . . λi,n
...

...
...

λm,1 . . . λm,j . . . λm,n



8. Merkspruch:
Die Spalten von A sind die Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvekoren!

Ausfuehrlicher: In der j-ten Spalte von A steht der Koordinatenvektor (bzgl. der Ba-
sis BW in W ) vom j-ten Basisvektor der Basis BV von V .
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