
Bestimme die Transformationsmatrizen

Angabe:

1. Bestimme den Koordinatenvektor von a =

 x
y
z

 ∈ R3 bzgl. der BasisB =

 1
1
0

 ,

 0
1
1

 ,

 1
1
1

.

Bestimme weiters die Transformationsmatrix T , die den Vektor a in den Koordinaten-
vektor b bzgl. der Basis B umwandelt.

Bestimme die Transformationsmatrx S, die den Koordinatenvektor b (bzgl. B) in den
echten Vektor a (im R3) umwandelt.

Bestimme die Matrizen ST und TS. Was faellt auf? Was ist die Erklaerung dafuer?

2. A = (a1, a2, a3 und B = b1, b2, b3 seinen Basen des R3. Bestimme die Transformationsma-
trix T , die einen Koordinatenvektor, der bzgl. A gegeben ist, in den Koordinatenvektor,
der bzgl. B gegeben ist, umwandelt.

A =

 2
0
0

 ,

 0
3
1

 ,

 0
0
1

, B =

 4
0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
3
2



1



Loeseungen:

1. Gesucht ist der Koordinatenvektor von a bzgl.

der Basis B = (b1, b2, b3): a =

 x
y
z

 T
7→ b =

 u
v
w


Der Koordinatenvektor b muss folgende Gleichung erfuellen: ub1 + vb2 + wb3 = a.
Das fuehrt auf ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten (u, v, w), das geloest werden
muss.
I: u+ w = x , II: u+ v + w = y , III: v + w = z
Loest man dieses Gleichungssystem, so erhaelt man die (eindeutigen) Loeseungen fr die

jeweiligen Vektorkomponenten: b =

 u
v
w

 =

 y − z
−x+ y
x− y + z


Nun kann man diese Ausdruck als lineare Funktion in den Variablen x, y, z in eine Ma-
trixmultiplikation umschreiben:

b =

 u
v
w

 =

 0x+ 1y + (−1)z
(−1)x+ 1y + 0z
1x+ (−1)y + 1z

 =

 0 1 −1
−1 1 0
1 −1 1

 ·
 x

y
z

 = Ta

Diese Transformationsmatrix T transformiert also praktisch Vektoren von der Standard-
basis zu Koordinatenvektoren bzgl. der Basis B.

Gesucht ist nun jene (lineare) Abbildung, die den Koordinatenvektor b in den echten Vektor
a umwandelt.

a =

 x
y
z

 = ub1 + vb2 + wb3 =

 u+ w
u+ v + w
v + w

 =

 1 0 1
1 1 1
0 1 1

 ·
 u

v
w

 = Sb

Merke: Die Matrix S hat also die Vektoren b1, b2, b3 direkt als Spalten, wenn von der
speziellen Basis in die kanonische Basis (bzw. in den Vektorraum R3) abgebildet wird.

T ist invertierbar, da die Berechung von u, v, w eindeutig war. Also existiert die Umkehrab-
bildung T−1. Aus der Gleichung b = Ta folgt unter Anwendung der Matirx (Funktion)
T−1 von links: T−1b = T−1(Ta) = (T−1T )a = Ia = a. Da aber auch gilt: Sb = a muss
gelten: T−1 = S. D.h. S ist die Umkehrfunktion von T .

Multipliziert man die beiden Matrizen (unabhaengig in welcher Reihenfolge), so erhaelt
man die Einheitsmatrix (I), die auf der Diagonale nur Einser hat und sonst alles Nullen.

2. Durch Ueberlegen: der Vektor a1 laesst sich leicht als Linearkombination der Basisvektoren
aus B schreiben: a1 = 1

2b1 + 0b2 + 0b3
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D.h:

 1
0
0


A

ιA
↔

 2
0
0


R3

= 1
2

 4
0
0


R3

=
ιB
↔

 1
2
0
0


B

(Anmerkung: die Indizes bei den Vektorklammern bezeichnen die jeweilige Basis bzw.
den Raum, in dem sich der Vektor gerade befindet.)

Falls das Uberlegen zu anstrengend ist, kann man die Vektoren a1, a2, a3 als Linearkom-
binationen der Vektoren b1, b2, b3 schreiben und dann die oder das Gleichungssystem(e)
loesen. (vgl. 1.)).

T =

 1
2 0 0
0 3

2 − 3
2

0 1
2

1
2


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