Magische Quadrate

Was sind magische Quadrate?

2 114|111 7
Die Zahlen 1 bis 16 lassen sich auf vielerlei Arten so in einem 16194 5
4x4—Quadrat anordnen, dass

11 81[13]12

- jede der vier Zeilensummen,
- jede der vier Spaltensummen

15131610
- und auch jede der beiden Diagonalensummen
denselben Wert hat.

Eine solche Anordnung von Zahlen nennt man ein magisches Quadrat (oder auch ein Zauberquadrat). Die ge-
meinsame Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme heift magische Konstante des Quadrats.
Die magische Konstante eines 4x4-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 16 betragt:
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Summe aller Zahlen des Quadrats  1+2+3+..+16 _ 136 _ 34

Anzahl der Zeilen 4 4
Genauso kann man aus den Zahlen 1 bis 25 (bzw. aus den Zahlen 1 Magisches Quadrat | Magische
bis 36, 1 bis 49, 1 bis 64, usw. ) magische 5x5-Quadrate (bzw. 6x6- mit den Zahlen | Konstante
Quadrate, 7x7-Quadrate, 8x8-Quadrate usw. ) zusammensetzen. Das 1Tbis 9 33 15
kleinste mdgliche magische Quadrat ist ein 3x3-Quadrat. 1bis 16 Axd 34

1 bis 25 ox5 65
1 bis 36 6x6 111
1 bis 49 X7 175
1 bis 64 8x8 260
1 bis 81 9x9 369

Da bereits ein 6x6-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 36 die magische Kon-
stante 111 hat, kommen fiir Aufgabenstellungen zum Kopfrechnen
eigentlich nur 3x3-, 4x4- und 5x5-Quadrate in Frage.

Mogliche Aufgabenstellungen:

o Uberpriifen, ob ein vorgegebenes Zahlenquadrat ein magisches Quadrat ist.

Durch Nachrechnen der Zeilen-, Spalten- und Diagonalensummen kdnnen die Kinder iberprifen, ob ein vorge-
gebenes Zahlenquadrat aus den Zahlen 1 bis 16 ein magisches 4x4-Quadrat bzw. ob ein vorgegebenes Zah-
lenquadrat aus den Zahlen 1 bis 25 ein magisches 5x5-Quadrat ist.

o Fehlende Zahlen in unvollstandig vorgegebenen magischen 4x4-Quadraten erganzen.

Beispiel 1:
166 |9 16|69 3 16|69 |3 16 6,9 3
11 8 |14 1111 8|14 1118 14 1111 8|14
13] 2 13] 2 13] 2 13| 2
4 115 0|4 (15| 5

Es empfiehlt sich, die vor-  In der ersten Zeile ergibt Auch in der zweiten Spalte  Da aulRerdem jede der beiden
gegebene Anordnung mit  sich 16+6+9 = 31, esfehlt  und in der dritten Spalte Diagonalensummen 34 betra-
Zahlenkarten nachzu- also die Zahl 3 auf die sind jeweils drei Zahlen gen muss, kann man auch hier
legen und das Quadrat Zeilensumme 34. bekannt, so dass man die  die fehlenden Zahlen 10 und 5
dann Schritt fiir Schritt mit  Genauso ergénzt man die  fehlende vierte Zahl 4 bestimmen.
den restlichen Zahlenkar-  drei Zahlen der zweiten bzw. 15 durch Ergénzen Nun kann man noch die erste
ten zu vervollstandigen. Zeile mit der Zahl 1 auf 34.  auf 34 bestimmen kann. Spalte mit 7 und die letzte

Spalte mit 12 auf 34 erganzen.
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Beispiel 2:

Durch systematisches Probieren kann

15 Wie in Beispiel 1 erganzt man | § 15 Systelt :
- in der zweiten Zeile 16, man die richtigen Anordnung der vier
916 -in der vierten Spalte 1, 16 3|96 Z.ahlen 4, 7 10, 13.finden..!Es empfiehlt
14 - in der dritten Zeile 11, 1.8 141 s!ch, d.abel stets mit der gro[&ten Zahl (d.h.
- in der linken Diagonale 5, hier mit 13) zu beginnen:
12 -in der rechten Diagonale 2. 2 12 - Da 13+14+9 groEer als 34 ist, kann 13
) nicht in der dritten Spalte stehen.
Dadurch erhalt man das - Da 13+5+15 = 33 ist, und 33 durch
reqhts abgebﬂ;iete Quadrat. keine der noch verflgbaren Zahlen 4,
Belm Legen mit Zghlenkarten 7,10 auf 34 ergénzt werden kann, kann
sieht man, dass d'ef. Z‘?‘h'e.” 4 13 auch nicht in der ersten Zeile stehen.
7,10 und 13 noch librig sind. - Somit kann 13 nur in der letzten Zeile

neben 2 angeordnet werden. Die restli-
chen Zahlen sind dadurch festgelegt.

Fehlende Zahlen in unvollstandig vorgegebenen magischen 5x5-Quadraten erganzen.

Analog zu den Beispielen oben kdnnen auch magische 5x5-Quadrate aus den Zahlen 1 bis 25 vervollstandigt wer-
den. Hier ist zu ber(cksichtigen, dass die magische Konstante stets 65 betragt.

Alle Zahlen eines magischen Quadrats um 1, 2, 3, ... vergroRern

VergroRert man jede der 16 Eintragungen eines magischen
4x4-Quadrats um eins, so wird

- jede Zeilensumme um vier vergroRert,
- jede Spaltensumme um vier vergroRert
- und auch jede Diagonalensumme um vier vergroRert.

Aus einem magischen 4x4-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 16 erhalt man

somit ein magisches 4x4-Quadrat mit den Eintragungen 2 bis 17. Die magi-

sche Konstante dieses neuen Quadrats betragt 38.
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Allgemein gilt:

- VergréRert man in einem magischen 4x4-Quadrat jede der 16 Eintragungen um 1 (bzw. um 2, 3, 4, ...), so erhalt
man stets wiederum ein magisches Quadrat. Die magische Konstante dieses neuen Quadrats ist um 4 (bzw. um
8,12, 16, ...) groRer als die des Ausgangsquadrats.

- VergréRert man in einem magischen 5x5-Quadrat jede der 25 Eintragungen um 1 (bzw. um 2, 3, 4, ...), so erhalt
man ein magisches Quadrat, dessen magische Konstante um 5 (bzw. um 10, 15, 20, ...) groRer als die des ur-
spriinglichen magischen Quadrats ist.

- Verdoppelt (bzw. verdreifacht) man jede Zahl eines magischen Quadrats, so erhalt man ein magisches Quadrat
mit doppelt so groRer (bzw. mit drei Mal so groRer) magischer Konstante wie das urspriingliche Quadrat.

Mogliche Aufgabenstellungen:

e Die Kinder sollen ein vorgegebenes magisches 4x4-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 16 mit Zahlenkarten nachle-
gen und dann a. jede der 16 Zahlen des Quadrats um 1 (bzw. um 2, 3, 4, ...) vergrofiern
b. jede der 16 Zahlen verdoppeln

Durch Nachrechnen der Zeilen-, Spalten- und Diagonalensummen kann man verifizieren, dass das neue
Zahlenquadrat wieder ein magisches Quadrat ist.

o Wie andert sich die magische Konstante eines magischen 4x4-Quadrats, wenn man jede der 16 Eintragungen
um 1 (bzw. um 2, 3, 4, ...) vergrofiert? Wie, wenn man alle Eintragungen verdoppelt (oder verdreifacht)?

o Wie andert sich die magische Konstante eines magischen 5x5-Quadrats, wenn man jede der 25 Eintragungen
um 1 (bzw. um 2, 3, 4, ...) vergroRert?
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Symmetrieeigenschaften magischer Quadrate

um 180° gedreht
o 90°
Jedes magische Quadrat liefert sofort sieben wei- um 90 219 nach lrjénchts edreht
. ) nach links gedreht 9
tere magische Quadrate, indem man das Quadrat 7 I
um 90°, 180° bzw. 270° dreht oder indem man es 672 511
an einer der vier Symmetrieachsen des Quadrats 115109 9 /5|1
spiegelt (siehe Abb. rechts). 83 4 H 2|76
Unterscheidet man diese acht symmetrischen N f v\
i i 1

Lagen nicht, so gibt es /' 2 9] 2 6 8
- genau ein magisches 3x3-Quadrat mit den 315 7 E— 5 —> | 7]5]3

Zahlen 1 bis 9 (siehe Abb. rechts) k s 116 4192 2004
- 880 verschiedene magische 4x4-Quadrate mit 4, ger waagrechten / x L

den Zahlen 1 bis 16 Symmetrieachse an der senkrechten

gespiegelt Symmetrieachse

- 275 305 224 verschiedene magische 3|4 2|7 gespiegelt

5x5-Quadrate mit den Zahlen 1 bis 25 1059 95 1

6|7 438
Mogliche Aufgabenstellungen: an der linken an der rechten
Diagonale gespiegelt  Diagonale gespiegelt

¢ Ein vorgegebenes magisches 4x4-Quadrat oder
magisches 5x5-Quadrat soll um 90° nach links

(bzw. um 90° nach rechts oder um 180°) gedreht oder an einer der vier Symmetrieachsen gespiegelt werden.
Durch Nachrechnen der Zeilen-, Spalten- und Diagonalensummen soll verifiziert werden, dass das neue Zah-

lenquadrat wiederum ein magisches Quadrat ist.

Die Struktur magischer 4x4-Quadrate

Aus den Zahlen 1 bis 16 kann man acht Zahlenpaare mit Summe 17 2114 111 7 m| o o
bilden, namlich 16 9|45 olo oo
1und 16, 2und15, 3und14, 4und13, 118113112 LOL T TS
5und12, 6und11, 7und10, 8und9.

151 3] 61(10 m] o o

Verbindet man in einem magischen 4x4-Quadrat jedes dieser Zahlen-
paare durch eine Linie, so erhalt man stets ein regelmaliges Muster.

Je nach Aussehen dieses Musters kann man die magischen 4x4-Quadrate
in zwdlf Gruppen einteilen:

2 2
o

1111
P11

i

Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 4 Gruppe 5 Gruppe 6
i kel PRl (e |sen] |2

] TR [ Fs] (BB [0 322
Gruppe 7 Gruppe 8 Gruppe 9 Gruppe 10 Gruppe 11 Gruppe 12
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Mégliche Aufgabenstellungen:

¢ In einem vorgegebenen magischen 4x4-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 16 sollen je zwei Zahlen, die zusammen
17 ergeben, durch eine Linie verbunden werden. Dann soll das magische Quadrat anhand der obigen Struktur-
diagramme einer der Gruppen 1 bis 12 zugeordnet werden.

Weitere Zahlenmuster in magischen 4x4-Quadraten entdecken

In magischen 4x4-Quadraten mit den Zahlen 1 bis 16 tritt die magische Kon- o g
stante 34 nicht nur als Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme, sondern stets L dld
auch als Summe der folgenden vier Zahlen auf (siehe Abb. rechts): o o e e
- Summe der vier Eckzahlen
- Summe der vier inneren Zahlen o0
- Summe der beiden mittleren Zahlen der ersten und der letzten Zeile ® ™)
- Summe der beiden mittleren Zahlen der ersten und der letzten Spalte °® )
® 0
Dariiber hinaus haben in vielen (aber nicht in allen!!!) magischen
4x4-Quadraten die folgenden Vierergruppen von Zahlen die Summe 34:
L I J L L J ® O o o [ ]
®e LJL ) [ ]
o O o o [ ]
[ ]
[ ]
o O o O [ ]
L JL ( 3L [ J
o0 L ) ® O ® O [ ]
- jeder der vier Quadranten - jedes der vier 3x3-Teilquadrate - zwei Rechtecke

Mogliche Aufgabenstellungen:

¢ In einem vorgegebenen magischen 4x4-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 16 sollen Vierergruppen von Zahlen mit
Summe 34 entdeckt werden.

Magische 4x4 - Quadrate umordnen

Weitere Moglichkeiten fiir interessante Fragestellungen ergeben sich im Zusammenhang mit Umordnungen der
Zahlen 1 bis 16 eines vorgegebenen magischen 4x4-Quadrats. Hier sollen die Kinder ein vorgegebenes magisches
4x4-Quadrat mit Zahlenkarten nachlegen, dann die Zahlen 1 bis 16 nach einer der unten angefiihrten Vorschriften
umordnen und Uberpriifen, ob das neue Zahlenquadrat wieder magisch ist.

Beispiele flir geeignete Umordnungen der Zahlen 1 bis 16:

e Vertausche 1 mit 16, 2 mit 15, 3 mit 14, 4 mit 13, 5 mit 12, 6 mit 11, 7 mit 10 und 8 mit 9.
In diesem Fall erhalt man stets wieder ein magisches Quadrat.

e Vertausche 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6, 7 mit 8, 9 mit 10, 11 mit 12, 13 mit 14 und 15 mit 16.
Diese Vertauschung filhrt bei vielen (aber nicht bei allen!) magischen 4x4-Quadraten wieder auf ein magisches
Quadrat: Nur wenn jede Zeile, jede Spalte und auch jede Diagonale des Ausgangsquadrats zwei gerade Zahlen
und zwei ungerade Zahlen enthélt, ergibt diese Umordnung wieder ein magisches Quadrat.
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e Vertausche 1 mit 9, 2 mit 10, 3 mit 11, 4 mit 12, 5 mit 13, 6 mit 14, 7 mit 15 und 8 mit 16.
Bei dieser Umordnung wird jede der Zahlen 1 bis 8 um 8 vergroRert und jede der Zahlen 9 bis 16 um 8 verklei-
nert. Die Umordnung ergibt daher nur dann ein magisches Quadrat, wenn jede Zeile, jede Spalte und auch jede
Diagonale des Ausgangsquadrats genau zwei der Zahlen 1 bis 8 und zwei der Zahlen 9 bis 16 enthalt. Das ist
zwar bei vielen, aber nicht bei allen magischen 4x4-Quadraten der Fall.

Auch bei den folgenden Umordnungen der Zahlen 1 bis 16 bleiben viele (aber nicht alle!!) magischen 4x4-Quadrate
magisch:

o Vertausche 2 mit 5, 4 mit 7, 10 mit 13, 12 mit 15 und lasse die iibrigen Zahlen gleich.
o Vertausche 3 mit 9, 4 mit 10, 7 mit 13, 8 mit 14 und lasse die iibrigen Zahlen gleich.
o Vertausche 3 mit 5, 4 mit 6, 11 mit 13, 12 mit 14 und lasse die iibrigen Zahlen gleich.
o Vertausche 2 mit 9, 4 mit 11, 6 mit 13, 8 mit 15 und lasse die iibrigen Zahlen gleich.

- Konkrete Aufgabenstellungen zu magischen Quadraten findet man in
Koth, M. Spielereien mit Zahlen und Ziffern. Aulis Verlag Deubner (2005). ISBN 3-7614-2596-1
Grosser, N. und Koth, M., Alles klar! 3. Mathematik fur wissbegierige Schulkinder. Veritas-Verlag (2007)
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