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1 Pfeile und Vektoren im R? und R?

Definition: Ein Pfeil ist der kiirzeste Weg zwischen einem Weg-Anfangspunkt A und einem Weg-
Endpunkt E. Dieser kann arithmetisch als geordnetes Zahlenpaar (im R?) bzw. Zahlentripel (im
R3) dargestellt werden:

— T — T
AF = bzw. AFE = To ,
€2
T3

wobei x1, x2,x3 € R.

Die Pfeilkoordinaten erhdlt man durch Subtraktion der Koordinaten von A(a;|as) und E(eqles)
bzw. A(ailaz|as) und E(eqlesles):

. e a . €1 —ay
AE = Tt 7™ bzw.  AE = | ey —as

€2 — a2
€3 — a3
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Leichter merken kann man sich diese Formeln in der Gestalt der

Spitze-minus-Schaft-Regel:

Pfeile sind ,ortsgebunden®.

Definition: Ein Vektor ist die Menge aller Pfeile, die gleich lang, parallel und gleich orientiert
sind. Auch dieser kann arithmetisch als geordnetes Zahlenpaar (im R?) bzw. Zahlentripel (im R?)

dargestellt werden:
a “
a= ( ! ) bzw. a=1 as |,
a2
as

wobel a1, az, ag € R. Geometrisch lasst sich ein Vektor durch (irgend-)einen Pfeil darstellen. Dieser
Pfeil heifit Reprdsentant des Vektors.

Vektoren sind ,,ortsungebunden*.

Die Darstellung von Vektoren durch Pfeile fiihrt beim ,praktischen“ Rechnen oft dazu, dass die
Begriffe ,,Pfeil* und ,,Vektor® mehr oder weniger synonym verwendet werden.

2 Der Betrag eines Vektors

Definition: Der Betrag |d| eines Vektors @ ist die Lénge (irgend-)eines ihn reprisentierenden
Pfeiles.

Aus dem pythagoreischen Lehrsatz folgen die Formeln fiir den Betrag:

ai
|&|—‘< Z; )‘—\/Q%Jra% (im R?) bzw. @ ={| ax ||=1/a?+a2+a (im R?).
as
3 Die Vektoraddition
Definition: Die Vektoraddition wird definiert durch
. ay b1 ai + by
a + b= as + b2 = as + b2
(a3) (bs) (a3 + b3)

Geometrisch ldsst sich die Vektoraddition folgendermaBen deuten: Ein Représentant des Vektors
@+ b ist der Pfeil vom Anfangspunkt eines Reprisentanten von @ zum Endpunkt eines Représen-
tanten von b wobei die Représentanten von a und b so gewiithlt werden, dass der Endpunkt von @
der Anfangspunkt von b ist. Oder kurz: @+ b ist der Vektor, den man durch ,, Aneinanderhdngen*
von @ und b erhilt.

Definition: Der Vektor

— _bl

—b:= —by
(—bs)

by

heifit entgegengesetzter Vektor des Vektors b = ba
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Definition: Die Vektorsubtraktion definieren wir nun einfach durch die Addition des entgegenge-
setzten Vektors:

. ay by a; — by
a—b= a2 — b2 = ag — b2
(a3) (b3) (a3 — b3)
0
Definition: Der Vektor 6 = 0 heifit Nullvektor.

(0)

Einige Rechenregeln:
l.@+b=b+a (Kommutativgesetz).
2. (@+b)+T=a+(b+7) (Assoziativgesetz).
0=d (Gesetz der Existenz eines neutralen Elements).

(—d) =0  (Gesetz der Existenz je eines inversen Elements).

4 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar — Paralle-
litdt von Vektoren
Definition: Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar v ist durch
a1 vaq

v-a=v- as = VAo

(a3) (vaz)

gegeben.

Geometrisch entspricht die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar v dem Verédndern der
Lénge (und bei negativem v auch der Orientierung) des Vektors @ um den Faktor v.

Einige Rechenregeln:
1.1-d=a.
2. v (w-ad)=(v-w)-a.

3.v-(@+b)=v-d+uv-b.

4. wtw)-d=v-d+w-d.

AuBlerdem gilt das

Parallelititskriterium: Zwei Vektoren sind genau dann zueinander parallel, wenn der eine Vek-
tor ein ,,Vielfaches“ des anderen Vektors ist, d.h.

allb = b=v-a fiireinveR.

Definition: Der zum Vektor @ parallele Vektor dy := ‘% - @ heiit Einheitsvektor des Vektors d.
Er hat die Lange 1.
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5 Abtragen und Halbieren von Strecken

Das Abtragen einer Strecke der Lénge [ von einem Punkt A in Richtung des Vektors a erfolgt
geméfl der Formel
B=A+1-dp.

Den Halbierungspunkt H sp einer Strecke AB erhélt man durch

Hip= < -(A+B).

DO =

6 Orthogonalitit und skalares Produkt von Vektoren

Definition: Die Zahl

aq bl
az : by = a1by + asbs (+asbs)
(a3) (bs)

heiflt skalares Produkt oder Skalarprodukt der Vektoren @ und b.

Sl
Syl
|

Es gilt das

Orthogonalitétskriterium: Zwei Vektoren sind genau dann orthogonal (d.h. sie schlieflen einen
rechten Winkel ein), wenn ihr Skalarprodukt verschwindet, d.h.

alb & a-b=0.

Im R? gibt es zu einem gegebenen Vektor @ nur eine orthogonale Richtung. Eine Moglichkeit einen
zu @ orthogonalen Vektor zu finden ist, den Vektor @ um 90° nach links bzw. nach rechts zu kippen.
In Koordinaten sieht das so aus:

Links-Kipp-Regel: @ = ( “ ) = adl = < T ),
a2 ay

Rechts-Kipp-Regel: @ = ( ax ) — G — ( as >,

az —a

wobei @' den nach links und @" den nach rechts gekippten Vektor bezeichnen.

7 Das vektorielle Produkt (nur R?)

Definition: Der Vektor

o
az bz
ai b1 b
ai 1
a9 X bg = —‘ ’
a5 bs az bz
o o
az by

heifit das wvektorielle Produkt oder Vektorprodukt oder Kreuzprodukt der Vektoren @ und g, wobei

b
d ‘.—ad—bc.

a
C
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Eigenschaften des vektoriellen Produkts:
1. @ x b steht sowohl auf @ als auch b normal.

2. Der Betrag des Vektors a x b gibt den Flicheninhalt des von den Vektoren a und b aufge-
spannten Parallelogramms an.

8 Winkel

Aus dem Cosinussatz (angewendet auf @, bund @ — 5) erhalten wir die

Vektor-Winkel-Formel: .
a-b

N =0
jal - 1ol

cosp =

-,

wobei ¢ den von den Vektoren @ und b eingeschlossenen Winkel <(d,b) bezeichnet.

Winkelsymmetralen-Regel: Sind @ und b Richtungsvektoren zweier schneidender Geraden g
und h, dann sind die Vektoren @y + by und @y — by Richtungsvektoren der Winkelsymmetralen von
g und h.

9 Die Vektor-Projektions-Formel
Die Normalprojektion b, des Vektors b auf den Vektor @ (# 0) hat die Linge
|ba| = |b] - | cos <t(@, b)| = [b- dol.

Der Vektor b, selbst hat die Darstellung

- -, - —

bn, = (|b‘ + COS <I(d, b)) . do = (b . 60) . do

10 Flachen- und Volumsberechnungen

10.1 Formeln im R?

Parallelogramm: Das von den Vektoren @ = ( Zl ) und b = ( Zl ) aufgespannte Parallelo-
2 2

gramm hat den Fliacheninhalt

ap by

4= a9 b2

= a1b2 — agbl.

Dreieck: Das von den Vektoren a = ( Zl > und b = < Zl > aufgespannte Dreieck hat den
2 2

Flacheninhalt
a1 bl

4= a9 b2

. (a1b2 — agbl).

1
2

DO =

10.2 Formeln im R?

Parallelogramm: Das von den Vektoren @ und b aufgespannte Parallelogramm hat den Fléchen-
inhalt
A=|axb|.

ot
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Dreieck: Das von den Vektoren @ und b aufgespannte Dreieck hat den Flidcheninhalt

Prisma: Ein Prisma mit der Grundfliche G und der Hohe A hat das Volumen

V=G h

Pyramide: Eine Pyramide mit der Grundfliche G und der Hohe h hat das Volumen

1
->.G h
V=3-G

Parallelepiped: Das von den Vektoren d, bund @ aufgespannte Parallelepiped hat das Volumen

-

V=|@xb)-d.

Tetraeder: Der von den Vektoren @, bund & aufgespannte Tetraeder hat das Volumen

1 —
V=cl@xb)-a

11 Ausblick

Viele der Definitionen in den vorangegangenen Abschnitten kénnen verallgemeinert werden. Statt
geordneter Zahlenpaare bzw. Zahlentripel konnen wir allgemeiner sogenannte n-Tupel betrachten.

Definition: Ein Vektor @ des R™ ist ein n-Tupel

wobei ay,...,a, € R.
Analog zu den Abschnitten 3, 4 und 6 kénnen wir definieren:

Definition: Die Vektoraddition ist durch

ay by a1+ by

o az bo az + by
a+b= +1 . = .

Qp, b ap + by

gegeben.

Definition: Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar v € R ist durch

aq V- ap

as V- as
v-a=v =

Qn V- Qp

gegeben.
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Definition: Die Zahl

aq b1

- az ba
a-b= . = a1b; +asby + ...+ a,b,

an by,

heifdt skalares Produkt oder Skalarprodukt der Vektoren a und b.
Im R"™ gelten z.B. auch das Parallelitits- und das Orthogonalitéitskriterium.

Das und noch vieles mehr erfahren Sie im Vorlesungszyklus ,,Lineare Algebra“.
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