Folgen und Reihen

Petra Grell, WS 2004/05

Folgen

1 Einfiihrung

Beispiel 1.1. Setze fort:
1,2,3,... — 4,5,6,... natiirliche Zahlen
— 5,8,13,... Fibonacci-Zahlen

Wir kénnen nicht eindeutig sagen, wie es weiter geht.

Beispiel 1.2. Setze fort.
E.Z DV, ...
O, T,T,F,...
M,D,M,D,...
Losung: F, S, S Warum?

Wir haben eine Aneinanderreihung von Zahlen (z1,x2,x3,...,Tp,...).

Die 1. Zahl nennen wir x;, die 2. Zahl nennen wir xo, die 3. Zahl nennen
wir x3, usw. Die n-te Zahl nennen wir x,,.

Die Zahl die bei z steht, nennt man Index. Er gibt an, wie viele Zahlen wir
bereits hingeschrieben haben.

2B 1, 2, 3, 5, 8,  13,...

r1 = 1,%2 :2,21?3 :3,21?4 :5,x5 :8,x6 = 13,...

Diese Zahlenschlange (x1, z9, 23, ..., Ty, ... ) nennt man Zahlenfolge. Diese
kann endlich oder unendlich sein.

1 heiflt das erste Glied der Folge, zo das zweite Glied, usw. x, heifit
das n-te Glied der Folge, auch ,,allgemeines Glied*.

n ist eben der Index. Dieser zeigt an, das wievielte Glied der Folge gemeint



ist. m ist eine natiirliche Zahl (n = 1,2,3,...). Jedem n wird genau ein
Folgenglied x,, zugeordnet.

Fiir die Folge (x1,x2,23,...,%y,...) schreiben wir zur Abkiirzung (x,,).

Definition 1.3. Eine Abbildung der Menge N der natiirlichen Zahlen in
die Menge R der reellen Zahlen nennt man eine unendliche Folge von
reellen Zahlen. Der natiirlichen Zahl n wird die reelle Zahl x,, zugeordnet.

Wie man z.B. aus 1Q-Tests oder dhnlichem kennt, gibt es fiir viele Folgen
ein Bildungsgesetz. Es gibt an, wie die Glieder der Folge zu berechnen sind.

zB.: 1,3,5,7, .. man addiert immer 2

Darstellungsarten

1. verbal: , Addiere stets 2, beginnend bei 1.“

,Alle ungeraden natiirlichen Zahlen.“
Beides liefert (1, 3, 5, 7,...)

2. explizit:  Gibt einen Term zur Berechnung des n-ten Gliedes z,,

aus dem Index n an.

zBix,=2n—-1 — (1, 3,5, 7,...)
zB:ix,=(-1)" — (-1,1, -1, 1,...)

3. rekursiv:  Gibt an, wie ein Folgenglied aus dem (den) vorhergehen-
den Folgenglied(ern) zu bilden ist. Die Folge kann dann
schrittweise berechnet werden. Die bendtigten Anfangs-

glieder x1, xo,... miissen angegeben werden, da diese

aus der Rekursion nicht berechnet werden konnen.

2Bty =z +2, xz1=1 — (1,3,5, 7,...)
zBxpo =21+, v1 =1, 29 =2
— (1,2, 3,5, 8,...)

ACHTUNG: Es gibt nicht immer alle Darstellungsarten (insbesondere
sind sie nicht immer einfach zu bestimmen).



ACHTUNG: Reihenfolge der Aufzéhlung der Folge ist wichtig!
Folge (v, | m=1, 2, 3, ...) und
Menge {z,, | n=1, 2, 3, ...} der Zahlen dieser Folge
sind im allgemeinen NICHT gleich!

z.B.: (2, 4, 6,8, ...)
Menge: {2, 4, 6, 8, ...} = {4,6, 2,8, ...}
ABER: (2, 4, 6, 8,...) % (4, 6, 2, 8, ...)

(anderes Bildungsgesetz)

Als néchstes werden wir zwei spezielle Folgen behandeln: die arithmetische
Folge und die geometrische Folge.

2 Arithmetische Folge

Ein gewisser Anfangswert wird laufend um einen festen Wert vermehrt oder
vermindert.

z.B.: (1, 3,5, 7,...) 2 dazu, beginnend bei 1
z.B.: (6, 3, 0, —3,...) 3 weg, beginnend bei 6

Definition 2.1. Eine Zahlenfolge (x,) heifit arithmetische Folge,
wenn die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist,
d.h. fiir jedes n gilt:

Tptl — Tp =d (konstant)
d ... Differenz der Folge

rekursive Darstellung:  x7 gegeben

Wil = B IF @

explizite Darstellung: @, =x1+(n—1)-d

Beispiel 2.2. (z,) = (2n — 7) ist arithmetische Folge, denn:



Tpt1=2(n+1)—7T=2n+2-T7T=2n-5
Ty =2n—17

Tpi1 —Tpn =2n—5—(2n—7) =2 konstant mit d=2

3 Geometrische Folge

Ein gewisser Anfangswert wird laufend um einen festen Wert vervielfacht
(multipliziert) oder reduziert (dividiert).

z.B.: (3, 12, 48, 192,...) mal 4, beginnend bei 3

z.B.: (1, %, i, %, %6,...> durch 2, beginnend bei 1

Definition 3.1. Eine Zahlenfolge (z,,) heifit geometrische Folge, wenn
der Quotient je zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist, d.h. fiir
jedes n gilt:

Tn+1

=q (konstant)
In

q ... Quotient der Folge

rekursive Darstellung:  x; gegeben

Tn+l = Tp - (g

explizite Darstellung: Tp=x1-q" L

geometrisches / exponentielles Wachstum:

wenn sich in gleichen Zeiten die vorhandene Menge stets um den gleichen
Faktor vervielfacht und, wenn dem Wachstum prinzipiell keine Schranken
gesetzt sind.

4 Monotonie von Folgen

Frage: Liegen RegelméfBigkeiten im Wachstumsverhalten vor oder wéchst
und fallt die Folge zufillig?




Definition 4.1. Eine Folge (z,,) heifit

(1) monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt:

Ty < Tyt

(2) streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt:

Ty < Tyl

(3) monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt:

Tn Z Tn+1

(4) streng monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt:

Tp > Tpil

Definition 4.2. Stimmen alle Glieder einer Folge iiberein, so heifit die
Folge konstante Folge.

Folgen, deren Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, heiflen al-
ternierende Folgen.

2n—1
Beispiel 4.3. Behauptung: ( n+ 1
————'n

) ist streng monoton wachsend.

Zeige dies!

Beweis.  zu zeigen: z, < xpy1 Vn €N

Ty < Tyl
2n—1 _2(n+1)—1
n+1 = (n+1)+1
2n —1 - 2n +1
n—+1 n -+ 2
S2n—1)n+2)<2n+1)(n+1)
smP+3n—2<2n®>+3n+1
& -2<1 wA. VneN

= Behauptung stimmt.




5 Beschranktheit von Folgen

z.B.: (1, 2, 3, ...) ist nach oben unbeschrénkt, da sie unendlich wéchst.

Sie ist jedoch nach unten beschréinkt.

mogliche untere Schranken: -10, -1, 0, 1, und viele andere

Definition 5.1. Eine Folge x,, heifit nach oben beschrinkt, wenn es
eine Zahl b gibt, sodass alle Glieder z,, kleiner oder gleich b sind:

z, <b Vn=1, 2, 3, ...

b heifit obere Schranke.

Graphisch:

Pl B
X1 X3 XM X .. Xn

E.

Abbildung 1: b ist obere Schranke

Definition 5.2. Eine Folge x,, heifit nach unten beschrinkt, wenn es
eine Zahl ¢ gibt, sodass alle Glieder z,, grofler oder gleich b sind:

T,>c Yn=1, 2,3, ...

¢ hei3t untere Schranke.

Graphisch:

ACHTUNG: Erfiillt auch nur 1 Folgenglied die Eigenschaft nicht, d.h.,
wenn es ein Folgenglied z; gibt, sodass x; > b bzw. z; < c,
so ist b keine obere bzw. ¢ keine untere Schranke! Denn
wir haben ja ein Element gefunden, welches dariiber bzw.
darunter liegt.

6n — 2

Beispiel 5.3. Behauptung: 1 ist obere Schranke von ( T
_— n

)




Abbildung 2: ¢ ist untere Schranke

Beweis.  zu zeigen: 1>z, VneN dh n=1, 2, 3, ...

6n — 2
1> - (4 1
“4dn+1 ‘ (n+)
dn+1>6n—2 | —4n | +2
3>2n |:2
3
< -=1.5
=3

Die Menge aller natiirlichen Zahlen n, die die Ungleichung n < 1.5 erfiillen,
besteht nur aus n = 1. Wir benétigen aber, dass 1 > z,, fiir alle n € N gilt.

Somit ist 1 keine obere Schranke. O

8n+1
6n —3

)

1
Beispiel 5.4. Behauptung: 3 ist untere Schranke von (

Beweis.  zu zeigen: % <z, VneN, dh. n=1, 2, 3, ...

1<8n+1
27 6n—3
= n > 1

"=y

Die Menge aller natiirlichen Zahlen n, die die Ungleichung n > —% erfiillen,
ist gerade N. Also gilt die Ungleichung % < x, fiir alle n € N.

1
= 3 ist untere Schranke. O



6 Konvergenz von Folgen

Beispiel 6.1. Gegeben sei eine Folge a,, mit a,, = %

Finige Glieder sind:

CL1:1

as =3 =05
a3:%20.3
a4:Z:0.25

a1999 = To55 = 0.00050025
as000 — ﬁ = 0.0005
a2001 = 557 = 0.00049975
aL002 — ﬁ = 0.0004995

a20000 = 0.00005
A123.456.789 — 0.0000000081

Man kénnte sagen, dass die Glieder a, mit wachsendem Index n der Zahl
a =0 ,immer ndher kommen*.

Betrachten wir nun den Abstand zwischen a,, und a:

Hiernach gilt z.B.:
1 1 1
lap —a| < = &= —< - <= n>2
2 n 2

Dies bedeutet, dass die Folgenglieder a,, fiir n > 2, also ab a3, weniger als %
von a = 0 entfernt sind.

1
lap —a| <1073 <= — <1073 <= n>10°
n

Zu der ,Abstandszahl“ ¢ = 1072 = (0.001) konnen wir also den Index
no = 1001 wéhlen und dann gilt:

‘]an—al<€ fﬁrallen>no‘

Dies bedeutet, dass die Folgenglieder a,, fiir n > 1000, also ab a1gg1, weniger
als 1073 von a = 0 entfernt sind.



Was heifit Abstand, was bedeutet |a, —a| <& ?

|z| < e heifit:

Abbildung 3: e-Umgebung von 0

Die griin eingezeichneten Punkte sind genau die Menge {z € R : |z| < €}.
Das entspricht dem Intervall (—¢ , ¢).

Definition 6.2. Das Intervall (—¢,¢) heifit eine e-Umgebung von 0.
Wir schreiben:

(—g,e) ={z:—e<z<e}={z:|z| <e} =U(0)

an — a| < ¢ heifit:

Abbildung 4: e-Umgebung von a

Die griin eingezeichneten Punkte sind genau die Menge {a,, : |a, —a| < €}.
Das entspricht dem Intervall (a — e , a + ¢).

Definition 6.3. Das Intervall (a —e,a+¢) heifit eine e-Umgebung von
a. Wir schreiben:

(a—e,at+e)={an:a—ec<a,<a+e}={an:|a,—a|l <e}="U(a)




Entscheidend ist nun, dass es zu jeder (insbesondere zu jeder noch so kleinen)
positiven Zahl € einen Index ng gibt, sodass

‘ la, —al <e Vn>ng

FEine Folge wie diese, die sich immer mehr 0 annéhert, bekommt einen eige-
nen Namen.

Definition 6.4. Eine Folge (z,) heifit Nullfolge, wenn es zu jedem
(auch noch so kleinen) € > 0 einen Index ng gibt, so dass fiir alle spéteren
(groBeren) Indizes n > ng gilt:

|z, — 0| = |zn| < €

Ganz formal schreibt man:

Ve>0 dng : |z, —0/<e Vn>ng

Die Eigenschaft, dass die Folgenglieder x,, mit wachsendem Index n einer
Zahl z ,immer ndher kommen“, d.h. der Abstand |z,, — x| zwischen z;,, und
x wird immer kleiner (ndmlich beliebig klein, er kann auch 0 sein), erhélt
ebenfalls einen Namen.
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Definition 6.5. Eine Folge (z,) heiit konvergent gegen eine Zahl x
fiir n — oo, wenn gilt:

Fiir jedes (noch so kleine) € > 0 gibt es einen Index ng, so dass fiir alle
spiteren (groferen) Indizes n > ng gilt:

lzn, —z| <€

Formal:

Ve>0 3ng : |zp—z|<e Yn>ng
Die Zahl x nennt man Grenzwert.
Formal:

lim z, =«
n—oo

n — oo heifit, dass n immer grofler wird, genau das wollen wir.

Folgen, die keinen Grenzwert haben, heiflen divergent.

Anders formuliert:  Eine Folge (z,,) konvergiert gegen x fiir n — oo, wenn
in jeder (auch noch so kleinen) e-Umgebung U.(x) von
x fast alle Glieder der Folge (bis auf endlich viele)
liegen.

denn: |Ve>0 Ing : |z, —x|<e Vn>n0‘

heifit auch: ab einem gewissen ng erfiillen alle weiteren Folgenglieder
die Ungleichung |z, — z| < €.

heifit auch: fast alle, d.h. bis auf hochstens endlich viele (das sind
die Glieder vor dem Index ng), der Folgenglieder x;,
erfiillen die Ungleichung |z, — x| < ¢, d.h. sie nidhern
sich beliebig nahe an.

Bemerkung 6.6. Betrachten wir die konstante Folge (1, 1, 1, ...). Man
konnte sagen, dass sich diese Folge der Zahl 1 beliebig nahe annéhert, da
sie ja sogar immer diese Zahl 1 ist. Man darf also nicht félschlicherweise
glauben, dass eine Folge ihren Grenzwert nicht annehmen kann.

Behauptung: 1 ist Grenzwert dieser Folge.

zuzeigen: Ve>0 dng @ |z, —z|<e Vn>ng
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< Ve>0 dng : |1-1|<e Vn>ng
<~ Ve>0 dng : 0<e Vn>ng

In dieser Ungleichung kommt gar kein n mehr vor und € > 0
gilt aber immer, da dies unsere Voraussetzung ist.

Somit ist 1 Grenzwert der konstanten Folge (1, 1, 1, ...).

3
Beispiel 6.7. Beweise: i =0 = =0
eispie eweise nl—>Holon—|—5 Tn o x
Beweis. zu zeigen: Ye>0 Ing : |z, —z[<e ¥Yn>ng
3
Setzen ein: Ve >0 dng : ‘——O <e Vn>ng
n+5
3 3
-0l <e = <e <eg =
n+95 n+95 n+95
3 —o¢
3<n-e+d-c & 3-5-e<n-g <n
€

.. 3-5 . . . 3

D.h. fiir n > *=>¢ gilt die Ungleichung ‘H—H) — 0‘ <e.

zB. fir e =0.01 = n> 322 = 32000 — 995 = ny = 295.
Man sieht, dass man zu jedem ¢ > 0 einen Index erhélt (indem
man jeden beliebigen Wert fiir € in die letzte Ungleichung einsetzt),
der angibt, ab welchem Folgenglied die Ungleichung |z, — z| < ¢
erfiillt ist. Das heifit, dass die Folgenglieder nach dem Glied z,,
weniger als € vom Grenzwert x entfernt sind. U

Bemerkung 6.8. Dass eine Folge keinen Grenzwert hat, also divergent ist,
heifit, dass es keinen eindeutigen Wert gibt, gegen den die Folge strebt.

Beispiele:

1) (=2, +2, =2, +2, —2, ...) springt immer zwischen 2 und —2 hin
und her.

Wir kénnten behaupten, dass z.B. = 2 ein Grenzwert der Folge
ist. Wahlen wir € = %, so konnen wir keinen Index ng finden, sodass
|z, —2| < %, denn wenn das Folgenglied gerade —2 ist, so erhalten wir
|—2—-2|=4< % Dies ist aber ein Widerspruch. Ist das Folgenglied
gerade 2, so erhalten wir zwar ein wahre Aussage, nimlich 0 < %, wir

bendtigen aber, dass ab einem gewissen Zeitpunkt (ab dem Index ng)
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alle Folgenglieder in der e-Umgebung sind, und das zu jedem beliebi-
gen €. Somit kann x = 2 und analog auch x = —2 kein Grenzwert der
Folge sein.

Damit eine Zahl x Grenzwert einer Folge (x,,) ist, muss man zu jedem
beliebigen ¢ so einen Index ng finden. Gibt es auch nur ein einziges ¢,
fiir das wir kein ng finden, sodass |z, — x| < ¢ fur alle nachfolgenden
Glieder, so ist z kein Grenzwert der Folge.

2) (3, 9, 27, 81, 243, ...) ist die Folge (3"), n=1, 2, 3, ....

Je weiter wir in der Folge nach hinten wandern, das heifit n gréfler und
groffer machen, umso grofler werden die Folgenglieder. Das Wachsen
hort nie auf. Ganz im Gegenteil, es wird immer stérker.

Man kann sagen, dass die Folgenglieder ,,gegen oo streben*. oo ist aber
keine Zahl, somit haben wir eine Folge, die keinen echten Grenzwert
hat, also ist sie divergent.

7 Berechnung von Grenzwerten

Eine sehr wichtige Folge ist (1) fiir n € N.
Sie ist ,,die“ Nullfolge und wird zur Berechnung von Grenzwerten anderer

Folgen herangezogen.

Beispiel 7.1. (1) gz, =1"1_—1_

n

3=

Da % — 0 fiir n — oo, folgt, dass x,, gegen = = 1 strebt. Dies ist aber nur
eine Behauptung!

Miissen unsere Vermutung auch beweisen:
Beweis. wir geben ein beliebiges € > 0 vor und zeigen, dass ab einem ge-

wissen ng alle Glieder der Folge (z,) die Bedingung |z, — 1| < ¢ erfiillen.
Dieses ng kann man leicht berechnen:

|z, — x| = n- —1‘<z~:
1 1 1
<:>‘1———1'—'—— =—-—<e€
n n| n
1
—n>-
€
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Das heifit ng = 1. z.B.: fiir £ = 0.01 erhilt man ng = 100. ]

£

Beispiel 7.2. (342) | g, = 3042

Diesen Ausdruck konnen wir nicht mehr so leicht umformen wie im Beispiel
davor. Wir wissen aber schon folgendes:

. 1 .
lim — = 0 denn: n? > n und somit -5 < +
n—oo N n n

Nun ist die ,gréBere Folge (1) bereits eine Nullfolge, somit ist () ebenfalls

eine Nullfolge (ihre Werte gehen noch schneller gegen 0, als die von (1)).

S|=

5
Frage: Was ist lim — 7 % =5
- n—oo n

Durch den Faktor 5 wird zwar der Wert von % verfiinffacht, das Streben
gegen 0 von (1) lasst sich dadurch aber trotzdem nicht aufhalten.

= lim §:O

n—oo N
. . . . 3n+2
Diese Kenntnisse wollen wir jetzt verwenden, um lim zu berechnen.
n—oo 2N —

3n + 2 S R oy, 3t 3403

= = 11m = 11m = — = —

n—oo 2n — 1 n—oo 2n—1 n— oo 2n 1 n—oo 2 — 1 2—-0 2

n n n n

Hier haben wir im ersten Schritt Nenner und Zéahler durch n dividiert. Dieser
Schritt &ndert nichts am Bruch, da wir den Bruch nur mit % erweitert haben.
Im vorletzten Schritt, haben wir verwendet, dass (1) und alle ihre Vielfachen
Nullfolgen sind. Auflerdem gilt lim 3 = 3, da 3 nicht mehr von n abhéngt.

n—0o0

Egal welchen Wert n annimmt, 3 bleibt 3.

Wieder miissen wir diese Behauptung beweisen, da wir die Rechenregeln,
die wir gerade verwendet haben, noch nicht bewiesen haben. Dies passiert
in der Vorlesung Analysis 1.

Beweis. wir geben € > 0 vor und berechnen ng wie immer:

3 B 3n+2 3 B 6n+4—6n-+3 B 7 B 7 -
RAY Bl e ) An —2 “an—2| dn—2°°
7 I+2 7+ 2 T+ 2
= S <dn—2 — <n <= n> — ny=
15 4 4e 4e
O
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zB: =001 = n>12 = ny =176

Beispiel 7.3. (%ﬁg—k”

Wieder erweitern wir den Bruch. Dieses Mal mit %, denn n? ist die hochste

Potenz von n, die vorkommt.

o2 —3pg1 =gl 2340 o040
lim ————— =1 3 = lim 3 0
n n

Regel: Wir verwenden, dass (%) eine Nullfolge ist. Um diese Folge bzw.
Potenzen und Vielfach von ihr (n—lg, %, ...) ins Spiel zu bringen,
miissen wir den Bruch mit Potenzen von % erweitern. Dazu verwen-
det man die ,,h6chste” auftretende Potenz von n aus Zahler und

Nenner (in Beispiel 7.3 war das n?).

8 Die Eulersche Zahl ¢

e = 2.718281828459045 . ..

1 n
e ist die Zahl, die Grenzwert der Folge <(1 + —> > ist.
n

1 n
Definition von | e := lim (1 e —)
n

n—oo

Sehen wir uns ein paar Folgenglieder an:

n=1: z;=(1+1}=2

n=2: xp=(1+3)>=225

n=3: x3= (14 1) =2370370370...

n=4: x4=(1+ %)4 = 2.44140625

n=>5: x5=(1+3)° =248832

n=10: z1 = (14 75)'° = 2.5937424601 . ..

n=50: x5 = (1+ 55)° = 2.69158802907 ...

n=100: z100 = (1 + @)100 = 2.70481382942. .. 1. Dezimalstelle
n=>500: z500 = (14 555)"" = 2.71556852065 . . .

n =4822 x4z = (1 + 5555)"*%%% = 2.71800001952.. . . 3. Dezimalstelle
n = 766508 : @7e6508 = (1 + 7ggep5) 0000 = 2.71828000268... 5. Dst.
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Reihen

9 Einfiihrung

Beispiel 9.1. Folge (1¢=) = (1, &, 5, 10550 - - - ) = (1,0.1,0.01,0.001,.... )

r1 =1, zo =0.1, z3 =0.01, x4 = 0.001, ...

Wir wollen die Folgenglieder nun zusammenzéahlen:

r1+ao+as+as+---=14+01+0014+0001+---=1111---=1.1

Definition 9.2. Sei (z,), n € N eine Folge reeller Zahlen. Verbindet
man die Folgenglieder durch ein Pluszeichen, so entsteht eine Reihe.
Diese ist endlich, wenn man nur endlich viele Glieder der Folge addiert
und unendlich, wenn man alle Folgenglieder zusammenzéhlt.

Die 3 Punkte am Ende von x1 + z9 + x3+ x4 + ... heiflen, dass es unendlich
lang weitergeht, das heiffit man hort nie auf mit dem Summieren.

r1+ 2o+ x3+ T4+ + 2100 heildt, dass man die ersten 100 Glieder addiert.
r1+ To + w3+ T4 + - - + Ty, heildt, dass die ersten m Glieder aufsummiert
werden.

Kiirzere Schreibweise:

100
:c1+x2+~~-—|—:c100: E ZT;
=1

> ist das Summenzeichen (griechisch: sigma)

i ist der Laufindex. Unter dem ) steht, wo ¢ zu laufen beginnt, némlich bei
i = 1. Oberhalb von ) steht, bis wohin ¢ l&uft, hier bis 100.

wichtig: Der Laufindex ¢ muss auch nach dem Summenzeichen » | im Sum-

manden vorkommen, denn nach » steht, was aufsummiert wird, hier z; fiir
100

das jeweilige . Wiirden wir z.B. Z T, schreiben so wiirde dies x,, +x,,+ T, -+
i=1

-+ 4 x, (100 mal z,, addiert) bedeuten. Das wollen wir aber normalerweise

nicht, wenn wir Folgenglieder aufsummieren.

Bei ¢ = 1 haben wir x1, bei ¢ = 2 haben wir x9, welches zu z; dazugezihlt
wird, also x1 + x2. Bei ¢ = 3 kommt x3 zu x1 + x9 dazu. Somit erhalten wir
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X1+ T2 + T3, USW.

Das Ganze endet bei 7 = 100 und zu 1 +x2+- - -+ x99, die wir bereits addiert
100

haben, kommt noch x99 dazu. Also haben wir x1 + 9 + - -+ + 2100 = Z T
i=1

allgemein: endliche Summe:

m
dwi=ai+art A T+ T,
=1

hier werden die ersten m Glieder aufsummiert (z.B. m = 100)

unendliche Summe:

o
Z:ci::c1+:c2+~~~+:cm+:cm+1+...
i=1

hier werden alle Folgenglieder aufsummiert, das heifit m ist oc.
Die Summe bricht nie ab.

Summen koénnen einen endlichen Wert annehmen oder unaufhaltsam immer
grofer (kleiner) werden oder unkontrolliert herumspringen.

Beispiel 9.3. verschiedene Summen
1) zp=mn,dh. (1, 2, 3,4, 5, ...)

5
Y owmi=1+2+3+4+5=15
=1

[e.e]
E x; = 00, da immer groflere Zahlen dazukommen
i=1

9) z, = (~2)"

9
D mi=—2+4—8+16—32+64 — 1284256 — 512 = —342
=1
10 11
> a; =682 > a; = 1366
i=1 i=1

12 13
> a; = 2730 > @ = —5462
=1 =1
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[e.9]
Z x; kann nichts dariiber sagen, da die Werte herumspringen
i=1

10 Arithmetische Reihe

Definition 10.1. Wenn (z,,) eine arithmetische Folge ist, nennt man die
Summe S,, = 1 + 22 + - - - + x,, eine endliche arithmetische Reihe.

Summenformel:

s1=1+2+3+4+---+98+99+ 100 umschreiben (100 Summanden)
51 =(14100) + (24+99) + (3 +98) +--- + (50 + 51)
sy = 101 + 101 + 101 +---4 101

s1=101-50 = 101 - 193¢ = 5050

101 = 14100 ,=“ z1 + =y, , 50:&20n:“% = 81:(.’E1—|—xm)'%

$59=2+4+6+8+---+96+98 + 100 umschreiben (50 Summanden)
59 =(24100) + (4 4+98) + (6 +96) + - - - + (50 + 52)
sp= 102+ 102 + 102 +---4 102

s =25-102 =102 5 = 2550

102 =2 4100 ,=% 21 + 2

[
S
|
12
I3
\’

s2= (21 +Zm) §

m
m
Theorem 10.1. s, = lez = (1 + ) - 5
1=
Beweis. Siehe Lernpfad zu Folgen und Reihen. U

11 Geometrische Reihe & Konvergenz

Macht es tiberhaupt Sinn unendlich viele Zahlen zu addieren? Kann bei einer
solchen Summe eine endliche Zahl heraus kommen oder steigt der Wert der
Summe immer weiter (bis unendlich) an?
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zB.: 24+44+64+---+2m+... hat keinen endlichen Wert

THItEt et ist die Reihe, die aus der Folge () fiir n > 1
entsteht.

Nehmen wir ein Blatt Papier. Sagen wir, dass dessen Gesamtflache 1 ist.
Nun teilen wir es in der Mitte. Wir wéhlen eine Hilfte aus und halbieren
diese wieder, usw.

Bl

k| —

| =
_&

Wir koénnen zwar in der Praxis irgendwann keine neuen Unterteilungen mehr
einzeichnen, da der Stift zu grob und das Papier zu klein ist. Rein theoretisch
konnten wir aber einen beliebig feinen Stift verwenden und den Ausschnitt
des Blattes vergréflern, sodass wir immer und immer wieder neue Untertei-
lungen machen kénnen, unendlich oft.

Zahlen wir alle Unterteilungen zusammen, erhalten wir die Reihe

L + : + = +- 1+ ! +

2 4 8 om
Wir sehen aber, dass die Gesamtsumme aller dieser kleinen Unterteilungen
1 ist, da wir ja nur unser Blatt (=1) immer wieder halbieren. Somit kommen
wir nie iiber die Gesamtfliche des Blattes hinaus, wenn wir alle einzelnen

Flachenstiicke addieren.

Also hat diese unendliche Summe den Wert 1, also einen endlichen Wert.

Nimmt man z.B. die ersten 100 Summanden der Reihe, so bekommt man
eine Teilsumme (Partialsumme):

$100 =21 + T2+ -+ X100
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Dies ist natiirlich eine endliche Summe, da nur endlich viele Zahlen addiert
werden.

Das ganze kann man natiirlich mit beliebig vielen Summanden machen.

Definition 11.1. Addiert man die ersten m Summanden der Reihe, so
erhélt man die m-te Partialsumme (Teilsumme)

Sm=%1+x2+ -+ Ty

Wir kénnen die Teilsummen sy, s2, S3, -+., Sm, Sm+1, .. als Folge schrei-
ben:

(S1, 82, «vvy Sy oov) ={(T1, T1+ T2, ..., T1F T2 A Ty o)

In unserem Beispiel:

51:%20.5
so=3+1=5=075
s3=3+1+3=5=087
S4=1+4+7+z5+ =12 =0.9375

ss=1+lylil L3l (06875

s10 = 1023 — 0.9990234375

s30 = 1013823 — ().9999999991

In jedem Schritt kommt zum vorherigen Ergebnis ein immer kleinerer Teil
dazu.

. . .. . 1 1
s30 ist schon ganz nahe bei 1. Im néchsten Schritt kommt 55T = 3147433648

dazu, was wohl wirklich schon sehr wenig ist. Auf 1 fehlt aber noch das
andere 2% (wir haben ja halbiert und eine Hélfte dazugezéhlt, die andere
fehlt noch).

Machen wir das ewig weiter, so werden die dazukommenden Teile immer
kleiner, die Summen néhern sich 1 immer weiter an (auf 1 fehlt bei s, nur
), aber erreichen kénnen diese Summen 1 nie. Warum?

2m

Betrachten wir unser Blatt Papier. Wir haben es halbiert, somit bleibt

die Halfte iibrig. Diese Hélfte halbieren wir wieder und erhalten so i.

Also fallen % vom Papier fiir weitere Unterteilungen weg, da diese
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% schon verwendet wurden. Das eine Viertel bleibt uns aber. Dieses
wird wieder geteilt und es bleibt ein Achtel iibrig.

Das kénnen wir immer wieder machen und jedes Mal bleibt ein Teil
iibrig, den wir weiter unterteilen. Dieser Teil wird zwar immer kleiner
und kleiner, aber verschwinden wird er nie. Somit kénnen wir auch nie
die Gesamtfliche bekommen, aber wir sind ganz ganz nahe dran.

Man kann also sagen, dass die Folge unserer Teilsummen gegen 1 strebt
oder, mathematisch gesagt, konvergiert.

Oder man sagt, dass 1 der Grenzwert (Limes) der Folge der Teilsummen ist:

lim s, =1
m—00

Definition 11.2. Der Grenzwert der Folge der Teilsummen heifit Sum-
o0

me der unendlichen Reihe und wird mit Z x; bezeichnet.
i=1

o
lim s, = E aey
m—0o0

i=1

m
Sm=T1+ -+ Ty = g Ty
=1

Lassen wir nun m gegen oo gehen, erhalten wir:

o
lim ‘9m:$1+"'+$m+"'22x¢
=1

m—00

Definition 11.3. Wenn also die Summe der Reihe endlich ist, heifit die
Reihe konvergent.

Ist dies nicht der Fall, das heifit entweder wird der Wert der Summe in
jedem Schritt grofler (kleiner) ohne zu stoppen oder der Wert der Summe
springt Schritt fiir Schritt unkontrollierbar herum, dann heifit die Reihe
divergent.

Kehren wir zuriick zu unserem Beispiel:
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Die Folge <2in> ist eine geoemtrische Folge mit ¢ = % und Startwert b = %

Das heifit in jedem Schritt wird mit % multipliziert, beginnend bei %

Definition 11.4. Bilden die Summanden einer Reihe eine geometrische
Folge (b, bq, bg?, ...,bg", ...), so nennt man diese Reihe geoemtrische
Reihe.

Sie hat folgende Gestalt:

o
b+bg+bg*+-- =) by
=0

Die Frage ist nun, ob alle geometrischen Reihen, wie unser Beispiel, eine
endliche Summe besitzen.

endliche geometrische Reihen:

z.B.: Folge (3") furn >0
1+34+9+274---+3% =59
diese hat bestimmt einen endlichen Wert.

Durch Eingeben in den Taschenrechner erhélt man sg = 9841

Fiir 9 Glieder ist eine direkte Berechnung ja noch in relativ kurzer Zeit
moglich. Was macht man aber, wenn man z.B. die ersten 1000 Folgenglieder
addieren mochte?

Wir wenden einen kleinen ,, Trick“ an, um eine Formel fiir sg zu bekommen:

14+34+9+27+---+38 ) -3
34+9+274+---+3%43" =359
1 —39:89—3~89

— 1-3"=59—3"s9
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1-3°
= Sy=7T3 = 0841

Dies kénnen wir uns auch allgemein iiberlegen mit der geometrischen Folge
(b, bq, bg?, ...)

Wie sieht eine allgemeine geometrische Reihe aus?

Sm=b+bq+0bg* +bg® + - +bg™ !

Die Teilsumme s,, muss m Summanden haben. Aus diesem Grund ist der
letzte Summand bg™ !, da wir ja bei bg” begonnen haben.

Wir verwenden wieder unseren ,, Trick” und multiplizieren s,, mit g:

b+bg+bg*+ -+ bg™ ! = Sm g
bg+bg>+ - +bg™ L+ bg™ =q 5

b —bq" =sm—q-sm
= b—0"=5n—q" Sm

b— bq" 1—qm
1—g¢q 1—-¢

S ist also die Summe der ersten m Glieder der geometrischen Folge
(b, bq, bg?, ...)

Theorem 11.1. Summenformel der endlichen geometrischen Reihe

Beweis. Siehe Zeilen dariiber. O

unendliche geometrische Reihen:

Fiir die endliche geometrische Reihe haben wir bereits eine Formel:




Um zur unendlichen geoemtrischen Reihe zu kommen, miissen wir uns vor-
stellen, dass m schrittweise immer grofier wird und schliellich iiber alle Gren-
zen wichst, das heiffit m geht gegen oo, kurz: m — oco.

Wie man aus der Formel fiir die endliche geometrische Reihe erkennen kann,
héngt das Verhalten von s, fiir m — oo nur von dem Term ¢™ im Z#hler
ab.

Was kann mit ¢" passieren, wenn m gegen oo geht? Was bedeutet das fiir
unsere geometrische Reihe? Fiir unsere Uberlegungen nehmen wir b = 1 an.

eg=1 ¢"=1"=1VneN

(o] (o] ) o0

=Y 2;=) bg'=) b=1+1+---=00 dab=1

i=1 i=0 i=0
o

= nlgnoosmzz:a:izoo
=1

e g>1: 1<gq |- q
¢<q |-q
(]2<q3 usw.

= l<qg<@<@<...

Die Folge (¢") ist monoton wachsend und wéchst schlielich tiber
alle Grenzen, da immer groflere Potenzen genommen werden.
Somit gilt:  lim ¢" = oo
n—oo
Unsere Reihe sieht fiir b = 1 folgendermaflen aus:
L+g+q+-+q"+...
Nun ist lim ¢" = oo , somit muss auch die Reihe, die ja aus den
n—oo

Gliedern der Folge (¢"™) besteht, gegen oo streben.

o0
= lim s,, = g T; = 00
1=

D.h. die geometrische Reihe b+ bg + bg® + ... hat keine (endliche)
Summe, wenn ¢q > 1.
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e 0<g<l: g¢g<1 |-¢>0
*<q |-q
q3<q2 Usw.

= 0<---<¢@P<¢gd<qg<l

Die Folge (¢") ist monoton fallend und néhert sich 0 beliebig an,
da der Nenner beliebig grofy wird.

Somit gilt  lim ¢"=0 = lim(1—-¢")=1
n—oo

n—oo

Daher folgt: hm S = sz =b- Tq =s

D.h. die geometrische Reihe besitzt eine endliche Summe s.

e g<—1: zB. ¢g=-2,0=1 = ((-2)")=(1, -2, 4, =8, ...)

Abbildung 5: ¢ = -2, b=1

Man sieht, dass die Werte zwar immer zwischen + und — herum-
springen, aber trotzdem immer mehr gegen 400 bzw. —oo streben,
somit kann aber auch keine endliche Summe entstehen.

o0
Dabher folgt: n}E)nOO S = z; By = 69
1=

e —1<g<0: zB.g=-4b=1 = ((-3)")=(@,-3,4,-L,...

Die Werte der Folge springen wieder zwischen + und — herum.

Jetzt werden sie aber immer kleiner, sie streben sogar gegen 0.
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Abbildung 6: ¢ = —%, b=1

= lim ¢" =0

n—oo

Das heiflit wir haben hier wieder eine Summe mit endlichem Wert.

e g=—1 z1=1, 20=—-1, z35=1, z4, = -1, ...
(=)™ =(1, =1, 1, =1, ...) firn>0
10

s0=3 xi=1-14+1-1+1-14+1-1+1-1
i=1

=1-D+01-)+A-D+1-1)+(1-1)=0

11
511 = E Tr; = 1
=1

512 =0 s13=1 51000 = 0 s1001 = 1

_ | 1, falls n ungerade
=30, fallsn gerade

Wir haben also eine alternierende Folge (s,,) fiir m > 1.
(Sm)m>1 = (1, 0, 1, 0, ...)

Eine alternierende Folge hat aber keinen Grenzwert, also gibt es
auch keine (endliche) Summe.
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o0
Daher folgt: lim s, = Z x; existiert nicht
m—0o0

a=1

Insgesamt erhalten wir:

Theorem 11.2. unendliche geometrische Reihe

lgf >1 = lim |¢"| =00 keine endliche Summe
n—oo

= divergente geometrische Reihe

lgf <1 = lim |¢"| =0 endliche Summe mit
n—oo

= konvergente geometrische Reihe

lgl =1 divergente Reihe

12 Schreibweisen

Unterscheide:

o0
° s:in:xl—l—xg—i—:):g—i—...
i=1

bedeutet, dass wir alle Folgenglieder aufsummieren, egal wie diese aus-
sehen.

m
sm:in:x1+IL’2+fL’3+“'+fL’m
i=1

bedeutet, dass wir die ersten m Folgenglieder aufsummieren, egal wie
diese aussehen.

o > b
. s:Zb~q’:b+bq+bq2+--~ZZ%:l—_q
i=0 i=1

bedeutet, dass wir alle Glieder einer geometrischen Folge aufsummie-
ren mit:
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{li‘lzb

T = bq

x; = bgt!

m—1 A m 1_qm
Sm= ) b-q'=b+bg+bg®+ - +bg" =) zi=b- =g

i=0 i=1

bedeutet, dass wir die ersten m Glieder einer geometrischen Folge auf-
summieren mit:

xr1 = b
T9 = bq
x; = bg' !

Ty = bg™ !

13 Die Eulersche Zahl e - Teil 2

Wir wissen bereits, wie e definiert ist:

1 n
e:= lim (1 + —>
n—o00 n

Es gibt aber auch noch andere Folgen, die e als Grenzwert haben:

1
k=0

lim z, =e¢
m—0o0

(mehr in der Vorlesung Analysis 1)
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Betrachten wir ein paar Folgendglieder:

To = & =1

T = & + % =2

To=gi+ 15+ =25

w3 =g+ 1 + g + 3 = 2.66

x4 = 2.66 + 3 = 2.7083 1. Dezimalstelle
T5 = x4+ 5 = 2.716 2. Dezimalstelle
x6 = x5+ g4 = 2.71805 3. Dezimalstelle
T7 = w6+ 7y = 2.71825396... 4. Dezimalstelle
xg = 2.71827876984. ..

T9 = 2.71828152557 ... 6. Dezimalstelle
T = 2.71828180115. .. 7. Dezimalstelle

Geht viel schneller gegen e!

=1
e:ZH
k=0
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