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Zur Linken der Arithmetica der
altgriechische Gelehrte Pythagoras
mit einem Rechenbrett. Zur Rech-
ten der spatromische Philosoph
Boetius mit den neuen arabischen
Ziffern. Da der Blick der Arith-
metica in Richtung der arabischen
Ziffern geht und auch ihr Gewand
damit bedeckt 1st, scheint der
Streit zwischen ,,Abakisten‘ und
,,2Algoristen* bereits entschieden.
Das Ziffernrechnen hat sich bei
Mathematikern und Astronomen
sehr schnell durchgesetzt. Der
Abakus spielte nur noch im kauf-
mannischen Bereich eine Rolle
und wurde in der Franzosischen
Revolution endgiiltig verboten.

Arithmetica Gregor Reisch, 1503
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Gliederung

* Einfiihrung

* Von den Anfangen des Zahlens — der Wahrnehmung von Mengen

* Von der anschaulichen Mengenvorstellung zum abstrakten Zahlbegriff
* Berechenbarkeit als kognitive Operation

e Zahlen und Zahlsysteme

» (Be-)Rechnen als soziales Bediirfnis — altagyptische Mathematik

« Zahlrechnen als kulturelle Leistung — die altbabylonische Mathematik

* Der universelle Anspruch altgriechischer Mathematik — vom Rechnen
zum arithmetischen Nus

« RoOmische Ziffern und praktisches Rechnen

» Das dezimale Positionssystem — die kognitive Leistung indischer
Mathematik

e Die sonderbare Geschichte der Zahl ,,Null*
* Binire, Hexadezimale, p-adische Zahlsysteme
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These

* Der Zahlbegriff und die Operationen des
Rechnens gehoren zu den bedeutensten
kognitiven Leistungen der Evolution des
menschlichen Denkens

* Das Zahlzeichensystem gehort zum
umfassenderen System der Sprachzeichen
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Methodisches Vorgehen

parallele Darstellung von kognitiver und
historischer Entwicklung

-

* Soziale & kognitive  Historische
Anforderung;: Abschnitte
Berechenbarkeit e Bedeutende

» Kognitive Leistungen

Operationen

27.06.2002 Andreas Pester - Vom Zahlen zu den
7ahlen



Von den Anfangen des Zahlens — der
Wahrnehmung von Mengen

* Erkennen von unterschiedlichen Anzahlen — angeborene
Leistung des Nervensystems von Tieren = s. Bienen,
Tauben

« Allgemeiner Michtigkeitseindruck emner Menge
gleichartiger Dinge versus Anzahl verschiedener Dinge
(letzteres konnen Tiere nicht)

 Wort = Zeichen: Die Bezeichnung von Anzahlen erfordert
das Aufbrechen des Michtigkeitseindrucks

* Nur die konstruktive Benutzung von Benennungs-
ausdriicken fiihrt zur unterscheidenden Bezeichnung von
beliebig grofien Mengen
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Z.ahlknochen

Speiche eines  jungen
Wolfes. Die Einkerbungen
sind 25000 — 30000 Jahre
alt. Sie zeigen eine
Fiinferbiindelung. Dies
besagt, das gezahlt wurde.

(Aus: Detlefsen M., Kerbknochen und
Kerbholzer. Wiss.u.Fortschritt,
27.9,1977, S. 396)

Andreas Pester - Vom Zahlen zu den
7ahlen



Erste historische Zeugen des
Zahlens

e Erste uiberlieferte Zahlzeichen — vor ca.

25000 — 30000 J.==> Cro-Magnon-Zeit

Fixierung einer Nur Zeichen fiir Eins-
Menge durch mem) |Element und 1-1-
Kerbung Zuordnung
Bezeichnung durch Jede unterscheidbare
ein Zahlwort urde 20000 | Menge erfordert
Jahre spiter | spezifische Bezeich-
gelost Nnung (vom Bild zum Symbol)
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Kognitives Problem

Gesucht sind Zeichen fiir Anzahlen, die beliebig
machtige Mengen ausdriicken und leicht erlern- und

benutzbar sind

I Lisung !!!

Herausbildung von Zahlystemen —
Festlegung des Zahlbegrifts innerhalb
eines Systems
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Soziale Bedirfnisse der Losung
des Zahlproblems

Agrarische Gesellschaft und Stadtstaaten beginnend
mit dem 6. Jt.v.Chr.

« Handel, Tausch, Eigentums-, Besitzverhaltnisse, Schulden,
Guthaben — klare eindeutige Fixierung

« Beobachtungen von Regelmaligkeiten in der Natur fiir die

Landwirtschaft und Kultzwecke (Vorhersage der nahen
Zukuntft)

 Interne Bedurfnisse der Entwicklung der Zahlsysteme

E— Zahlsysteme, Rechentechniken, Algorithmen
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Elemente eines Zahlsystems

* Rethung - I, 10, II0, IO0, IOI..11077
* Bilindelung - 5-er, 10-er, 12-er, 20-er, 60-er

« Stellensystem - Position der Ziffer bestimmt
Wert der Zahl

Sowohl Biindelung als auch Stellensystem sind notwendig
fiir Darstellung und kognitive Beherrschbarkeit
beliebiger Mengen von Anzahlen
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Von der anschaulichen Mengenvorstellung
zum abstrakten Zahlbegriff

Perzeptiver Machtigkeitseindruck bei
Naturvolkern — noch kein Zahlen

Isolierung von EINS und von Ikonische Zahl —
PAAREN — Zahlname Bezeichnung Bildzuordnungen:
von auffallenden Eigenschaften (Eins Hindernis fir die
— Mond 0. Mann, Zwei — Tag o. Frau) Erweiterung der

Zihlreihe beginnt mit DREI (EINS, sz%i%ffﬁtzeeéé!n
ZWEI, DREI, VIELE) M .
1SS10Nnaren

FUNF weitere historische Zihlgrenze
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Berechenbarkeit als kognitive Operation

e Tkonisches Zahlen

« Zahlen mit emner Hilfsmenge —
1. Abstraktionsstufe

* Biundelung von Objekten der Hilfsmenge

* Bundelung von Zahlzeichen —
2. Abstraktionsstufe — symbolisches Denken
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ITkonisches Zahlen

Ziahlen an bekannten Repriasentationsmengen —
Zihlklassen — (Zihlen des anschaulich Ahnlichen)

— Korperzahlen eines Papuastammes nach Menninger:
» 1 =rechter Kleinfinger; 2,3,4 = Ring,- Mittel-, Zeigefinger
* 5 = Daumen; 6 = Handgelenk; 7 = Ellbogen
» 8 = Schulter; 9 = Ohr ; 10 = rechtes Auge
— Zahlworte in Abhiangigkeit von Art der gezahlten
Gegenstande oder der mit thnen durchgefiihrten
Tatigkeit (kolumbianische Indianer, Fidschi-Insulaner)

— Rechnen ohne Zahlworte (Niisse — Rechenstibchen)
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Kognitive Vorstuten des Zahlens

1. Herausbildung von Ziffern (Zahlzeichen)

e Ziffern — Benennung — konstruktiver Aufbau
von Ziffernsystemen :

« Beispiel (australischer Stamm):
1 = enea, 2= petcheval, 3 = petchevalenea, 4 =
petcheval-petcheval
begrenzte Anzahl von Zahlworten zur
> Bezeichnung von grofieren Anzahlen
additiver Aufbau der Zahlreihe
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Weitere Kognitive Vorstufe des
Zahlens

2. Homogenisierung des zu Zahlenden

e Zuordnung der Objekte zu emer Hilfsmenge
(Stabchen, Muscheln, Rechensteine usw.,

Zahlbezeichnung und Zahlbegriff tallen nicht
zusammen)

Ubertragung der Zahlbezeichnung auf die
Hilfsmenge (Abstraktion von den dinglichen
Eigenschaften des zu Zahlenden, Zahlen an
Hand von Reprasentanten)
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Bilindelung und Rethung fiir
Zahlbenennungen 1n der (Laut)-Sprache

* Die Benennung von Zahlen erzwingt die
Biindelung der Zahlen — konstruktives Prinzip in
der Zahldarstellung (Basis fiir spatere Stufung der
Zahlsysteme)

 Homogenisierung ermoglicht die universelle
Zahlbarkeit aller Dinge durch Reihung

 Schriftliche Fixierung von Zahlen erfordert eine
Darstellung der Biindelung o)

Positionssystem von Zahlen (dauerte 2000 Jahre
langer als die Herausbildung des Alphabets fur die
Schriftsprache)
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Die Buindelung und

unubersichtliche Anzahlen

« 5,10, 12, 20 — alte Zahlblindelungen —
nachweisbar an Hand der alten und neuen
Sprachen, alter Mal3- und Miinzsysteme

* Die alte Biindelungstechnik (1) reichte nur zur
Befriedigung der eiszeitlicher Bediirfnisse fiir
Zahlausdriicke

* Problem: Vorratswirtschaft der agrarischen
Gesellschaft erfordert die Bezeichnung
unvorstellbarer Anzahlen (von Getreide, Steinen

und Tagewerke fiir den Bau) ===p Ldsung
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Bluindelung von Ziffern

« Zeichen werden zu Gegenstanden der kognitiven
Technik des Biindelns — symbolisches Denken,
Abstraktion, vereinfachte Darstellung
untibersichtlicher Anzahlen

e Hierarische Stufung von Zahlzeichen bei
wachsender Machtigkeit der zu bezeichnenden
Mengen

« Kognitive Operation der abstrakten Verdichtung
erzeugt am Zahlbegriff das Positionssystem
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Beispiele fur die Bundelung von
Zitfern

Ramische
7 ahlzeichen I | I I IW | W WTIWVITVIIIE | X L1 |D|M
{1 2 32 4 5 B 7 2 8 10 GO 00 SO0 A000
U - E===T [e
S ANNEETLTTET
i 2 3 4 5 B 7 & 9 10 ()
Chinesische
et e ] [T]wwml—=] [==]L]=
1 2 3 4 5 B 7 2 89 10 0050 80 S0
Sumerische C oo |Co co|BEe[BEE[EBE
Zahlzeichen L= |5 | B |SB|BE| |BB|SE|28|38°| ° D] 2/0O)@
1 2 2 4 45 B 7 2 8 10 GO 800 3600 36000
HQ'_I,I'EhSEl ig [l
Zahlzeichen o A I:I ||||| IH :i: ’.’.’ o 9 j-‘- Ti]
1 2 2 4 45 B 7 9 10 100 000 0000
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Vergleich der agyptischen und
romischen Zahlsysteme

. dgyptisch: | rdmisch : |
T NN | Reoss VETTRTINEY; 1
10 ﬂ v Bandelung | X | 10

ANNNNNNNAN Rebmg | L =XXXXX- XXXXX=L  soxz

"
100 9 ; Biindelung ( : ' 160

. 9999999909 | Reihung D=-CCCCC CCCCC=D  so0x2
1.m‘ﬂ | i . F B@ndelung Cl) ' ' 1000

ﬂﬁiﬂﬁi T Rehumg | CEOOMOD | GODDO-D 5000 x 2

| m | -4, Biindelung ._ ((l)) ; | 10000

10000

Agyptische und rédmische Zahlsysteme weisen viele Gemeinsamkeiten hinsichtlich
Reihung und Biindelung auf, haben aber kein Positionssystem
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Zahlen und Zahlsysteme: 5-er,
10-er, 20-er, 60-er — Systeme

* Biindelung von Zahlzeichen : I, II, 111, IIII —
alt

e siche auch die neuen Formen der

Zahlenbundelung in der Statistik
Sl N K

* Einfache arithmetische Operationen mit
Zahlen
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(Be-)Rechnen als soziales Bedurfnis —
altagyptische Mathematik 1

Langen- und Gewichtsmallen - gemeinsames
Vielfaches eines bekannten Malles - Tauschen 1st
Messen

Zeitmalle - schaffen Vorhersagbarkeit von
Prozessen aller Art (Natur, Schulden,
Kommunikation)

Gesucht: numerische Erfassung von Eigenschaften
der Realitat — Erprobung der Leistungsfahigkeit
von Zahlsystemen

Zahldarstellung und Berechnungsweisen werden
Gegenstand des Denkens
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(Be-)Rechnen als soziales Bedurfnis —
altagyptische Mathematik 2

* Quellen: Fiinf mathematische Papyri

e Schreiber 1im Alten Reich (2800 — 1800 v.Chr.)
und Mittleren Reich (1600 — 1100 v.Chr.) -
Verwaltungsfachleute, die lesen und RECHNEN
konnten

e Thre Aufgaben: Vermessung von Feldern,
Projektierung von Bauwerken, Berechnung des
Proviant furs Heer, von Getreidemengen fiir Brot
und Bier, Buchhaltung tiber Vorrate, Schulden,
Z1insen
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Das rechnende Denken der
koniglichen Schreiber

* ,,Man gibt Dir einen See auf, den Du graben
sollst. Dann kommst Du zu mir, um Dich
nach dem Proviant fiir die Soldaten zu
erkundigen und sagst, rechne 1hn aus ...* ...

» Altagyptisches rechnendes Denken 1st
additiv und baut auf dem agyptischen
Zahlsystem auf
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Elemente der altagyptischen
Mathematik

« Zahlensystem: 10-er System, aber kein
Positionssystem

 Daher: Rechnen vor allem additiv

* Bezeichnend die Symbole fiir 1000 — Lotos
(,,viel“), 10*~ Schilfkolben, 10° — Frosche

» Zahlendarstellung: additiv durch Reihung
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Altagyptlsche Zahlen

\ﬂCC’

¢

5

n
| Agyptische
. h Individualzeichen fiir
10-Potenzen bis 100

7 @
_&5@

Y

q IH Die Zahl 2246 durch
: q ‘ l | Reihung gebildet
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Rechnen mit altagyptischen Zahlen —
Multiplikation und Division

o Addition, Subtraktion — Abzahlen

* Multiplikation, Division — fortlaufendes
Verdoppeln und Halbieren

e 13x12: /1 12 21:8 1 8
2 24 216

4 48 7% 4

/8 96 4 2

1+4+8 156 /8 1
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Interpretation der Division

» 2/5 kein Ergebnis, sondern Aufgabe zur
Verdoppelung des Bruches /5 : 2/5=3+15

» Tafeln mit Stammbriichen notig , Papyrus Rhind

o 1/12 - keine Zahler-Nenner-Schreibweise, sondern
der Ausdruck 12 Teil von 1

* 2/5und 2:5 zwei kognitiv verschiedene
Aufgaben, da Multiplikation und Division nicht
als invers bekannt waren , sondern

Multiplikation ist Addition
Division ist Multiplikation (und somit Addition)
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Grenzen der agyptischen
Rechenkunst

» Viele Zerlegungsregeln und Aquivalenzen
zwischen Briichen benotigt, denn nur
bestimmte Zerlegungen sind Divisionen

* Ergo: Reprasentation von Zahlbeziehungen
und Operationen sehr aufwendig — kognitiv
der Weg zur Systematik der arithmetischen
Operationen verstellt

e Quadratwurzel aus —  _ + _— unlosbar
3 6 18
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Leistungen der Agypter

* Psw-Rechnung — Aufstellung von
Verhaltnisgleichungen

 Hau-Rechnungen - Losungen von Gleichungen

* Berechnung von it = 4*(9/8)? = 3.16049 exakter
als be1 den Babyloniern

» Exakte Berechnung des Vglumens eines
Pyramidenstumpfes 7= 5(a2 +ab+b?)

» Agyptische Mathematik rechnet nicht, sie rechnet
aus
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Papyrusstumpfaufgabe
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Soziale und okonomische
Anforderungen in Mesapotamien

* Ausgepragter Kanal- und Wasserbau —
Landwirtschaft kiinstlich bewassert

— Dammbau, Feldvermessung, erste Bodenkataster
» Ausgedehnter Handel, da Rohstoffarmut

hochentwickelte Technik des Rechnens
(Feldflachen in ganzen und gebrochenen
Malleinheiten), erste algebraische Verfahren
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Zahlrechnen als kulturelle Leistung — die
altbabylonische Mathematik

* Sumerische Zahlbegriffe alter als

agyptische,

aber kognitiv leistungsfahiger

* Sexagesimales Zahlsystem (seit ca. 3000
v.Chr. bis ca. 280 n.Chr. - Ptolemaios)

e Unterschiede:

— Typograp!
— Neue Zah]

hie
grenze 60 — kognitive

Ubersicht

27.06.2002

1chkeit fuir grol3e Mengen
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Quellenlage

 Viele Dokumente als Tontafteln erhalten
* (Ganze Bibliotheken ausgegraben

e Mathematische Dokumente aus
verschiedenen Zeitraumen

e Ca. 60 Keilschrifttateln und 200
Z.ahlentafeln ubersetzt
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Babylomsche Keﬂschrlfttexte

Alte Tontafel aus 3000 v.Chr.

Abb. 2.6. Ausschnitt aus dem Keilschrifttext BM 85194 (ca. 9.6 cm % 9,6 em).
Illustration zur Berechnung der Breite der Grabensohle bzw. Dammkrone bei ring-
formigem Wall
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Das babylonische Zahlensystem

» Zahlgrenzen 10 (Lautsprache) und 60
(Schriftsprache)

 Positionssystem in linearer Schreibweise

* Problem: Darstellung der Null z.B. 2064 —
—Losung: Liicke oder spater das Zeichen
— Niemals Null am Ende der Zeichenkette

27.06.2002 Andreas Pester - Vom Zahlen zu den 37
7ahlen



Alte und neue babylonische
Zahlen

- O D =» O @)
I G A S o T S

T 10 BO 10 B0* 10-60% 60°

s
o _' | OQ V(i1 | Yﬁ{t ‘%"Y(m

1,54,1,22 1-60° + 5-10: 602 . + 4 607 + 60+ 20+ 2 |, [-60° + 54-60° 4 60 +22 |
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Sumerische Zahlzeichen

D &
Y<

QO
s::»@@

4 10 B 10802
Alte und neue sumerische Zahlzeichen
(Wussing, 1962)
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Mathematische Vor- und
Nachtelile

 Vortelile:

— Einfachheit der Darstellung grof3er Zahlen und
Zahlenverhaltnisse

— Bruchrechnung ganzzahlig moglich
— Darstellung von ganz-gebrochenen Zahlen

* Nachteile
— Einmaleins bis 59 x 59 - Multiplikationstafeln notig

— Wert von Zahldarstellungen nicht eindeutig bestimmt
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Kognitive Vorteile des
Positionssystems

* Messen heildt Teilen — ergo: Darstellung von
Zahlenverhaltnissen

* Grundzahl 60 enthdlt mehr ganzzahlige Ausdriicke
fur Zahlenverhaltnisse (ganzzahlige Teiler) als
jede andere kognitiv fassbare Zahlengliederung

 Alle vier Grundrechenarten nach algorithmischen
Vorschriften — ein Regelsystem

mmmm)> vereinfachte Berechenbarkeit
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Feldaufteilung
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Rechenvertahren

b 1
 Division 1st Multiplikation: — = he—
a a
« Reziproktabellen, Quadratwurzel- und

Kubikwurzeltabellen sowie Tafeln n>+n3
vorhanden

 Vorteil der Positionsschreibweise: Alle vier
Grundrechenarten nach einfachen Algorithmen
ausfihrbar

» ¢in Regelsystem fiir alle Zahlen und Operationen
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58 Babylonische Zeichen fiir
Briiche. Die Wahl dieser
Symbole geht auf die Eigen-
schaften eines Hohlmales

zuriick, das bei Mengenauftei-
lungen verwendet wurde. (Aus

Wubing 1962.)

Die Tafeln waren also Reziprokentafeln. Tab. 1 gibt Beispiele aus einer
solchen Tafel (nach v.d. Waerden):

Tab.1 Darstellung von Briichen in babylonischen Reziprokentafeln. Der
rechte Ausdruck ist im sexagesimalen Zahlen- und Positionssystem ab-
gefal3t

1:2=30 1:20=3
1:3=20 1:24=2, 30
1:4=15 1:25=2,24
1:5=12 1:27=2, 13,20
1:6=10

1:8=7,30

1:9=6, 40

. . o e } : )
Die Zerlegung von 8 in die sexagesimale Darstellung ist danach wie folgt

Zu interpretieren

7 30 45 1
0:7.30= 513600 360 8"

Man kann die Notierung aber auch anders interpretieren 0; 7, 30 mal 8 ergibt 1
(d.h.60). Also7 - 8=56plus30 - 8:60 =4 - 56 plus4 = 60. Die Reziprokenta-
feln sind demnach auch Multiplikationstabellen. Sie enthalten die Produkte

; 1
a- b7, aber auch die Produkte a - b. Das Dreifache von 0; 7, 30 (: —)

3
betragt (0; 22, 30), denn

22, .30 135 3
60 ' 3600 360 8




Babylonische Geometrie

* Praktische Dammberechnungen verquickt
mit abstrakten Problem

— Proportionalititen am Dreileck

— Trigonometrischer Cotangens

1
— Berechnung von t =3 bzw. t = 3%

— Satz von Thales
— Satz des Pythagoras
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Mathematik entsteht (1000 v.Chr.)

* Berechnung von Seiten rechtwinkliger Dreiecke
mit dem Satz des Pythagoras

« Pythagoreische Zahlentripel (5:12:13, 8:15:17,
20:21:29 usw.) nach den Formel (a, b, ¢) mit a=r?-
s?, b=2rs, c=r’+s?

e Berechnung werden nach mathematischen
Problemklassen geordnet

* Symbolische Fachsprache entsteht — Aufstellung
und Umformung von nicht-linearen
Gleichungssystemen

= g]gcbraisches Denken
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Leistungen und Schranken der
Babylonier

 Durchbruch der Erkenntnisschranken des
archaischen Denkens

« Babylonisches Zahlsystem - Weg zur Erfassung
von Gesetzmaligkeiten der Natur

« Strukturmingel: fehlende Null, mehrdeutige
Zahlen

* Ideologische Mangel: ,heilige Form der
Ganzzahligkeit* (= 3)

* Fehlender universeller Aspekt von
Zahleneigenschaften und -verhaltnissen
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Mehrdeutige Zahlen

60 Ein Beispiel fiir die Mehr-

- : | o - “deutigkeit von Keilschriftzei-
. | A . chen im sexagesimalen Zahl-

| SR " agor system. Die Zahl kann sowohl
, Y ' o 1, 0’.4 = 3604 3604 als auch 60'/s bedeuten,

(Nach v.d. Waerden 1956.)
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Griechisches Denken — Universalitat
und Widerspruchsfreiheit

* Der spezifische Beitrag der Griechen zur
Erkenntnisgeschichte:

— Die Beweisbarkeit von Zusammenhangen in
formalen Strukturen

— Das Prinzip des deduktiven Schliel3ens als
Methode, neue Erkenntnis zu gewinnen

— Unterscheidung zwischen der Wahrnehmung
der Dinge und ihrem Wesen, letzteres ist
universell und erkennbar

27.06.2002 Andreas Pester - Vom Zahlen zu den 49
7ahlen



Der universelle Anspruch
(alt)griechischer Mathematik — vom
Rechnen zum arithmetischen Nus

» Zahlensystem der Griechen Riickschritt
gegentliber dem babylonischen - kein
Positionssystem

» Zahlendarstellung und Rechnen sind wieder

voneinander getrennt — gerechnet wurde mit
dem Abakus (Rechenbrett)

* (naturliche) Zahlen und 1hre Verhaltnisse
werden Gegenstand der Untersuchung
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Die altgriechische Zahlschrift

61 Die altgriechische Zahl-
schrift, moglicherweise mi-

| l—‘ TE F | l | A >< P- M l_"' noischen Ursprungs, verweist
auf ein Filinfersystem fiir die

Biindelung. Die faktorielle

10 50 100 1000 5000 10* 1 Schreibweise (A, H, X und M
im Fiinferzeichen) diirfte
spateren Datums sein. Sie a3t
eine Stufung der Zihlreihe
erkennen, die schon Verwandt-
schaft mit einem Positions-
system hat. (Nach Menninger
1958.)

e Zahlzeichen sind stilisierte Individualzeichen

e 5-er Biindelung
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Der griechische Abakus

¥

27.06.2002 Andreas Pester - Vom Zahlen zu den
7ahlen



Die Buchstabenziftfern nach 500
v. Chr.

1 2 3 4 5 61 8 9
Einer A DB T E Z H
a A y & e s I n 0
Zehner I K A M N E O HO Q
t x A pmp '3 o = q
Hunderter P X T Y ¢© X ¥ Q2 M
o) c T v Q X v o y
Tausender a b oy b £ £ & am P
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Rechnen mit griechischen Zahlen

25-43
20-40 = 80O XU =w
20- 3= 60 x'y=£ ,a
| 5-40 = 200 E'u=o0 ,Q0€
5- 3= 15 gy = . 08

1075
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Rechnen contra Arithmetik

* Praktisches Rechnen und Arithmetik getrennt — 1m
Gegensatz zu den Agyptern und Babyloniern

* Griechen machen das begriffliche Denken selbst

zum Gegenstand der Untersuchung (z.B. an Hand
der Arithmetik)

 FEigenschaften von Zahlen = universelle Eigen-
schaften (alles 1st Zahl) — arithmetica universalis
Der Nus 1st arithmetisch

* Die Widerlegung des arithmetischen Weltbildes
erfolgt auch nur geistig — indirekter Beweis
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Zahlen der Pythagoreer

Abb. 3.5. Figurierte Zahlen: Dreieck-, Quadrat-, Rechteck- und Fiinfeckzahlen
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Der Zusammenbruch
_ _ Diagonale — Seite des gr. Flinfecks =
der arithmetica Diagonal des kl. Fiinfecks;

universalis Seite des gr. Fiinfecks — Diagonale des kl.
Fiinfecks = Seite des kl. Fiinfecks

Annahme: Diagonale und Seite sind
kommensurabel

Beweis: Sie bilden ein rationales
Verhiltnis, d.h. die Wechselwegnahme
mul} nach endlich vielen Schritten Null
ergeben

B Widerspruch: Der Algorithmus I8t sich
aber bis ins Unendliche fortsetzen.

ergo: Annahme stimmt nicht, ihr

Gegenteil 1st wahr: Die Diagonale und

Seite eines Flinfecks sind
“inkommensurabel
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Die Beweisbarkeit
mathematischer Satze

* Losung eines anschaulichen quantitativen
Einzelproblems

 Prinziplosung fiir eine Problemklasse

« Thales von Milet - entdeckte die Beweisbarkeit
von (mathematischen) Losungen (Invarianz
alltaglicher Probleme 1n geometrischen
Strukturen) > Erfassung universaler

Zusammenhange, kognitive Grundlage fiir Welt
der Artefakte
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27.06.2002

70 Thales von Milet — der
Entdecker des Beweisprinzips
in der Mathematik.

Th

Andreas Pester - Vom Zahlen zu den
7ahlen

ales von
ilet (um

600 v.Chr.)
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Erkenntnis durch logisches
Schliel3en

* Systematik von Begriffen und Regeln des
widerspruchsfreien logischen Schlief3ens
(Aristotelische Logik - )

— Widerspruchsfreiheit

— Prinzip der Identitat
— Tertium non datur

« Axiomatischer Autbau der Mathematik in
den Elementen des Euklid (ca. 325 v.Chr.)
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Romische Ziffern und praktisches
Rechnen

 ,,Bei thnen (Griechen) war die Geometrie in
hochsten Ehren, deshalb war niemand beriihmter
als die Mathematiker. Wir (die Romer) selbst aber
haben uns auf die wirkliche Niitzlichkeit in den
Vermessungen und im Rechnungswesen
beschrankt* (Cicero)

 RoOmische Zahlen - ein weiterer Riickschritt

« Keine effektiven Berechnungsalgorithmen moglich

« Zahldarstellung differiert zum Berechnungsgeriat Abakus

« Daneben Fingerzahlen
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Romischer Abakus

65 Der Abakus: Die historische
(a) und die schematische (b)
Form. Der Abakus hat das
Stellensystem. Es gibt feste
Verschiebungsalgorithmen fiir
die Grundrechenarten. Aber
auch hier fehlt noch das Zei-
chen fiir die Leerstelle, die
Null. (Aus Menninger 1958.)

T H 4

R @ b bCX1 0532

Y MIUBORL o i nn v st date 1

Ganze Unzen
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offen ist die kognitive
Vereinigung und Ver-
kiirzung von Sprechen,
Schreiben, Berechnen zu
einem einzigen Verfahren
— das schafft erst das
spate Mittelalter in den
Rechenschulen
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wie sie im ganzen Mittelalter
fiir das handelsiibliche Rechnen
geiibt wurden — aus der Summa
de Arithmetica von Luca Paoli,
einem italienischen Mathemati-
ker Ende des 15.Jahrhunderts
(linke Halfte: linke Hand,
rechte Halfte: rechte Hand).
Einzelnen arithmetischen
Rechnungen entsprachen
gedidchtnisaufwendige Finger-
beugungen (vgl. Menninger
1958, S.5ff.). Im 16. und

17. Jahrhundert wurden diese
Fingerrechnungen durch das
«Rechnen auf der Lihnien» der
Rechenmeister wie z. B. Adam
Ries abgel6st. (Aus Menninger
1958.)



Das dezimale Positionssystem — die kognitive
Leistung indischer Mathematik

e Indische Zahlweise vom Ursprung her dezimal

* Einfliisse von Nachbarn (Kharosti-Ziffern in Afghanistan
vom 4 Jh.v.Chr. — 3. Jh.n.Chr.)

« Ab 6. Jh. dezimales System allgemein

* Ab 7.Jh. Null in Schriftform bekannt — Punkt bzw.
Ringlein, Verbreitung tiber Handel

e Null indisch sunya — arabisch as-sifr — die Zahlschrift heif3t
nach dem Wesen der Sache, der Null

* 662 Erwahnung der Entdeckung der Inder in Syrien

« 773 Einfiihrung der Arbeiten von Brahmagupta (598 —670)
in Bagdad — indische Mathematik wird Bestandteil der
arabischen Mathematik (al-Hwarizmi ca. 780 — ca. 850)
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Kharosti-Ziftern

49 Altindische Kharosti-ZHfan

BT TR S U P s o | mit3Bindelugsn 4, 10 und
i A R o | - ., 20). Neben den Kharosti-Zei-
: l 1 N\ | | chen waren auch Brahmi- -
I,. ”I ._ : - | . X 7 Ziffern im Gebrauch, die villig
| S B | o e andere Eigenschaften aufwie-
. o | ‘ sen (etwa 2. Jahrhundert
3 | 733 j}j )j)} | A' ?” v.u.Z.). (Aus Menninger 1958.)
.. i . : . . | . I | :
[ | I 50 60 0 100 200 '
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Die sonderbare Geschichte der Zahl
L Null“

Die allmahliche Digitalisierung ermoglichte Hierarchisierung und
allmahliche Loslosung der Zahl vom Obijekt. ,322 als Ziffernfolge druckt
den Hierarchiewert des Zeichens, seinen symbolischen
Verdichtungsgrad in Hunderten, Zehnern und Einern durch die Stelle
aus ... Aber wenn keine Zehner vorkommen? Wenn es nur 2 Uber
dreihundert sind? Wir erkennen dal} das Stellensystem fur die
schriftliche Zahldarstellung erst mit der Null perfekt funktioniert. Was
also fehlte war die Moglichkeit zur Verneinung. Z.B. eine
Ausdrucksmaoglichkeit fur kein Hunderter oder kein Zehner.
Beispielsweise bedeuten im milesischen Zahlensystem die Buchstaben
,rau’, ,Chi“ und ,Beta” (typ) die Zahl 322,

,rau” und ,Beta” (tf) 302 und 32 ,Lambda“ und ,Beta” (Ap). Die
Verneinung wurde durch Weglassung analogisiert, jedoch nicht
bezeichnet. Fur die Griechen war 1 keine Zahl, sondern die Quelle und
das Mal fur alle anderen Zahlen. Was zu einer Vollstandigen
Digitalisierung des Zahlbegriffs fehlte war die Negation von 1, namlich
die O.
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Binare, Hexadezimale, p-adische
Zahlsysteme

* Die kognitive Geschichte der Zahlschrift 1st mit
dem indischen Dezimalsystem abgeschlossen,

nicht die Geschichte der Zahlen

* Neue Blindelungen — 2, 16 — werden von
moderner Technik gefordert

« Allgemeine Theorie der p-adische Zahlsysteme

* Neue Zahlklassen (transzendente, algebraische
Zahlen)

 Neue formale Arithmetiken, z.B. intuitionistische
Arithmetik
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