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In diesem Skriptum werden die Grundrechnungsarten fiir reelle Zahlen und deren
wichtigste Rechenregeln besprochen.

1 Grundrechnungsarten

Innerhalb der Menge R der reellen Zahlen konnen wir zwei wichtige Rechenoperationen ausfiihren:

e Werden zwei reelle Zahlen addiert, so ist das Ergebnis (ihre Summe) wieder eine reelle
Zahl. Die zwei Zahlen, die addiert werden, heiBen Summanden. Die elementarste Re-
chenregel fiir die Addition, die wir (zunichst fiir die positiven natiirlichen Zahlen) schon
als Kinder lernen, besagt, dass es auf die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt,
dass also beispielsweise 2 + 3 = 3 + 2 gilt. Ganz allgemein driicken wir diese Regel (das
sogenannte , Kommutativgesetz der Addition") in der Form = +y = y + x aus, wobei x
und y fiir beliebige reelle Zahlen stehen.

e Werden zwei reelle Zahlen multipliziert, so ist das Ergebnis (ihr Produkt) wieder eine
reelle Zahl. Die zwei Zahlen, die multipliziert werden, heiBen Faktoren. Um zwei kon-
krete Zahlen zu multiplizieren, schreiben wir einen Punkt zwischen die Faktoren, also
beispielsweise 3 - 7. Bei einer Multiplikation mit Symbolen, die fiir reelle Zahlen ste-
hen, kann dieser , Malpunkt” weggelassen werden. Um etwa auszudriicken, dass es auf
die Reihenfolge der Faktoren nicht ankommt (das sogenannte ,, Kommutativgesetz der
Multiplikation"), kénnen wir = - y = y - = oder einfach xy = y = schreiben.

Die Elemente 0 und 1 sind besondere Zahlen, denn fiir jede reelle Zahl = gilt
0+z=ux, l-z=x und 0-2=0. (1.1)

Wir sagen, dass (1.1) fiir jedes 2 € R (fiir jedes Element der Menge R) gilt. Etwas formalis-
tischer konnte diese Aussage auch so ausgedriickt werden:

O+z=u, l-z=x und 0-2=0 VzeR, (1.2)
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wobei das Symbol V als | fiir alle” ausgesprochen wird.

Um auszudriicken, dass eine Zahl mit sich selbst multipliziert wird, verwenden wir die Potenz-
schreibweise: 32 steht fiir 3-3, also 9, allgemein steht 22 fiir x - x, wobei die hochgestellte 2 als
Hochzahl oder Exponent und 2?2 als Potenz bezeichnet wird. Analog steht 23 fiir 2 - z - ,
x firz-x-x-x, usw.

Aus den Rechenoperationen der Addition und der Multiplikation entstehen zwei weitere — die
Subtraktion und die Division:

e Die Differenz 12 — 7 ist die Antwort auf die Frage , 7 + wieviel = 127",

e Der Quotient 28—1 ist die Antwort auf die Frage ,,8 - wieviel = 217" oder, ein bisschen
schlampig ausgedriickt, ,,Wie oft passt 8 in 21 hinein?" und daher gleich dem Ergebnis
der Division 21:8. In der Mathematik macht man zwischen 21:8 und % keinen Unter-
schied. Beides stellt die gleiche reelle Zahl dar. Deren Dezimaldarstellung ist 2.625, und
auch diese Form stellt die gleiche Zahl dar. Fiir viele Zwecke ist es am giinstigsten, diese

Zahl als Bruch % anzugeben. Die 21 ist der Zahler, die 8 ist der Nenner des Bruchs.

Wahrend die Differenz beliebiger reeller Zahlen gebildet werden kann, darf nur durch eine Zahl
dividiert werden, die ungleich 0 ist'. Der Nenner eines Bruchs muss also von 0 verschieden
sein.

Die Operationen Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division bilden die Grundrech-
nungsarten. Man kann sie beliebig kombinieren, mit der einzigen Einschrankung, dass keine
Division durch 0 vorkommen darf.

2 Rechengesetze fiir die Grundrechnungsarten

Einige wichtige Regeln im Umgang mit den Grundrechnungsarten wenden wir ,,automatisiert”
oder ,instinktiv® an. Es ist aber instruktiv, sie sich bewusst vor Augen zu halten.

Da gibt es einmal die beiden bereits erwahnten ,, Kommutativgesetze”: * + y = y + x und
xy = yu fir beliebige z,y € R. lhr Name (von lat. commutare ,vertauschen") driickt aus,
dass wir die Summanden einer Summe oder die Faktoren eines Produkts vertauschen diirfen.

Weiters gelten zwei , Assoziativgesetze”: Um etwa 3 + 5 + 7 zu berechnen, ist es egal, ob
wir zuerst 3 + 5 berechnen und dann 7 addieren oder ob wir zuerst 5 4+ 7 berechen und das
Ergebnis zu 3 addieren. Dass bei beiden Verfahren das Gleiche herauskommt, driicken wir mit
Klammern in der Form

(z+y)+z=z+Wy+z2) Vz,y,zeR (2.1)

aus. Dabei ist gemeint, dass die in Klammer stehende Operation zuerst ausgefiihrt wird. (2.1)
driickt also aus, dass es fiir beliebige reelle Zahlen x, y und z egal ist, ob man zuerst z + y

I Der formale Grund, warum etwa der Bruch %1 keinen Sinn macht, besteht darin, dass es keine reelle Zahl
x gibt, fir die 0.z = 21 gilt.
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berechnet und zum Ergebnis z addiert (linke Seite) oder ob man zuerst y + z berechnet und
dann die Summe mit x bildet (rechte Seite). Ein Beispiel mit konkreten Zahlen verdeutlicht,
wie das gemeint ist:

(243)+4=2+(3+4). (2.2)
~—— ~——
) N 7
9 9

Neben diesem , Assoziativgesetz der Addition” gibt es ein , Assoziativgesetz der Multiplikati-
on:

(xy)z=x(y2) Va,y,z € R, (2.3)
was beispielsweise bedeutet, dass es bei der Berechnung von 3 -5 -7 egal ist, ob 3 -5 mit
7 multipliziert (das entspricht der linken Seite) oder 3 mit 5 - 7 multipliziert wird (was der
rechten Seite entspricht), also:

(3:5)-7=3-(5-7). (2.4)
15 35
105 105

Der Name dieser Gesetze (von lat. associare ,vereinigen, verbinden") riihrt daher, dass es
nicht darauf ankommt, welche Summanden bzw. Faktoren zuerst , verbunden" werden, d.h.
welche Addition bzw. Multiplikation zuerst ausgefiihrt wird.

SchlieBlich gilt das ,, Distributivgesetz”, das ausdriickt, wie die Addition und die Multiplikation
zusammenspielen. Es lautet:

r(y+z)=zy+zz Vz,yeR (2.5)
Priifen wir es anhand des Beispiels 3 - (4 +5) =3 -4+ 3 -5 nach:
3.(44+5)=3-4+35. (2.6)
9 12 15
27 27

Der Name des Distributivgesetzes (von lat. distribuere , verteilen") riihrt daher, dass die Mul-
tiplikation (im Fall von (2.5) die Operation ,,z mal”, im Fall des Beispiels (2.6) die Operation
,3 mal") auf die Summanden einer Summe , verteilt" wird. Wir verwenden es entweder, um
einen Faktor (in (2.5) das x) in eine Summe , hineinzumultiplizieren" oder — wenn wir es in
umgekehrter Richtung lesen — um aus einer Summe der Form xy + x z einen gemeinsamen
Faktor = , herauszuheben®, also 2y + 2 z = x (y + 2) zu rechnen.

Jetzt sind schon viele Buchstaben vorgekommen — rechnen wir hier mit Buchstaben statt
mit Zahlen? Ja und nein! Jedes der bisher aufgetretenen Symbole x, y und z steht fiir eine
beliebige reelle Zahl. Es ist gewissermaBen nur ein ,Platzhalter”, den wir jederzeit durch
eine konkrete Zahl ersetzen kénnen. Die Verwendung von Symbolen hat den Vorteil, dass
Rechengesetze vollig allgemein formuliert werden konnen. Versuchen Sie bitte, sich mit dieser
Art des ,, Rechnens mit Buchstaben® anzufreunden!

Aus den oben formulierten Rechengesetzen ergeben sich weitere Regeln. Einige betreffen das
Rechnen mit negativen Zahlen. Wir fassen sie hier kurz zusammen:
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Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine Gegenzahl, die sich, sofern x # 0 ist, von x nur
durch das Vorzeichen unterscheidet. Die Zahl 0 ist ihre eigene Gegenzahl. Die Gegenzahl
von z kann als Differenz 0 — x gedeutet werden. Um von einer Zahl zu ihrer Gegenzahl
iiberzugehen, stellen wir ihr ein Minuszeichen voran und bezeichnen die Gegenzahl einer
reellen Zahl z mit —z. Beispiele: Die Gegenzahl von 5 ist —5. Die Gegenzahl von —5
ist —(—5), und das ist das Gleiche wie 5. Allgemein gilt © + (—z) =0 und —(—z) =z
fiir jedes x € R. Auf der Zahlengeraden erhalt man die Gegenzahl durch Spiegelung am
Nullpunkt. Klarerweise ist —0 = 0.

Wichtig: Wenn in einem mathematischen Ausdruck das Symbol —z vorkommt, so be-
zeichnet es nicht notwendigerweise eine negative Zahl. Steht z beispielsweise fiir —7,
dann ist —x =7, also positiv!

Eine Subtraktion kann als Addition dargestellt werden: x—y = z+(—y) fiir alle z, y € R.
Es gilt also die Regel

Subtraktion von y = Addition der Gegenzahl von y. (2.7)

Eine reelle Zahl mit —1 zu multiplizieren bedeutet, zu ihrer Gegenzahl iiberzugehen, d.h.
,ihr Vorzeichen umzudrehen". Beispiele: (—1)-5 = —5 und (—1) - (—5) = 5. Allgemein
gilt (—1) - x = —x fiir jedes z € R.

Das Produkt einer negativen Zahl mit einer positiven Zahl ist negativ. Beispiel: (—3)-5 =
—15. Das Produkt zweier negativer Zahlen ist positiv. Beispiel: (—3) - (=5) = 15.

Auch fiir das Dividieren folgen einige wichtige Regeln:

Zu jeder von 0 verschiedenen reellen Zahl x gibt es einen Kehrwert 1, der 1.2 =1
erfiillt. Die Zahl 1 ist ihr eigener Kehrwert.

Damit kdnnen wir jede Division & (mit y # 0) als Produkt ix schreiben. Beispielsweise
ist % das Gleiche wie % - 21 oder 21 - %. Merken Sie sich bitte die Regel:

Division durch y = Multiplikation mit dem Kehrwert von . (2.8)

Der Kehrwert von —1 ist gleich —1. Daher bewirkt eine Division durch —1 das Gleiche

wie eine Multiplikation mit —1. Ein Minuszeichen im Nenner eines Bruchs kann in den

Zahler geschrieben werden oder auch vor den Bruch als Ganzes. So ist beispielsweise E—lg
das Gleiche wie % oder —%. Die letzte Form ist fiir viele Zwecke die praktischste: —%
21

ist die Gegenzahl von %
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3 Bruchrechnen mit reellen Zahlen

Da Briiche wie % oder % oder —3¥2 reelle Zahlen bezeichnen, gibt es spezielle Regeln dafiir,
. T

wie Zahlen, die in dieser Form angegeben sind, addiert, multipliziert, subtrahiert und dividiert
werden. Wir fassen die wichtigsten zusammen:

e Zwei Briiche mit dem gleichen Nenner werden gemaB der Regel

rT Yy T+y

Z z z

(3.1)

addiert. Ein Beispiel mit konkreten Zahlen: %+§ = % = %. Die Rechnung ,,3 Siebentel
plus 5 Siebentel ist gleich 8 Siebentel” wird genauso durchgefiihrt wie eine Rechnung

der Art ,,3 Apfel plus 5 Apfel ist gleich 8 Apfel*.

e /Zwei Briiche werden multipliziert, indem die Zahler multipliziert und die Nenner multi-
pliziert werden:
ra wa
yb yb
Beispiel: %-4 =24 _ %. Das kann auch in umgekehrter Richtung gelesen werden: Einen

5 35
Bruch fj—‘; kann man als Produkt zweier Briiche 5% schreiben. Beispiel: 517 = 5 . 17

187 18 T

(3.2)

e Briiche konnen gekiirzt werden, indem in Zahler und Nenner ein gemeinsamer Faktor

weggelassen wird:
Ty
xz
Beweis (mit Hilfe der vorigen Regel): % =

(3.3)

z
T

Nl e

—1.¥Y—¢¥
z z°

e Eine verwandte Operation ist das Erweitern eines Bruchs: Zahler und Nenner diirfen mit

der gleichen (von 0 verschiedenen) Zahl multipliziert werden. Beispiel: 7<% = 7555 = 15

e Sollen zwei Briiche mit unterschiedlichem Nenner addiert werden, so miissen zuerst die
Briiche durch Kiirzen oder Erweitern so umgeformt werden, dass die Nenner iiberein-
stimmen. Danach konnen die Briiche gemalB der ersten, oben angegebenen Regel addiert
werden. Ein konkretes Beispiel, in dem alle Zahler und Nenner ganzzahlig sind:

7 5_7-2+5-3_14+15_29
32 3.2 23 6 6 6

Hier wurde der erste Bruch mit 2 erweitert und der zweite mit 3, damit sich fiir beide der
(gemeinsame) Nenner 6 (das Produkt der beiden urspriinglichen Nenner 3 und 2) ergibt.
Beim Erweitern sollte so ,,sparsam" wie méglich (d.h. mit so kleinen Erweiterungen wie
moglich) vorgegangen werden. Beispiel (mit einer Subtraktion, fiir die alles ganz analog
wie fiir die Addition funktioniert):

T 5 7.3 5-5 21 25 4 2 (3.5)

10 6 10-3 6-5 30 30 30 15 '
Hier sind die Nenner zundchst 10 und 6. Da diese Zahlen beide gerade sind (also beide
einen Faktor 2 enthalten), ist ihr , kleinstes gemeinsames Vielfaches" nicht 60 (ihr Pro-
dukt), sondern 30. Dementsprechend wurden die Erweiterungen so gewahlt, dass sich
30 als gemeinsamer Nenner ergibt. Zuletzt wurde noch durch 2 gekiirzt.

(3.4)
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e Um die Summe zweier Briiche allgemein darzustellen, d.h. ausgedriickt durch Variable,
die fiir Zahlen stehen, von denen man keine besonderen Eigenschaften voraussetzen will,

kann man die Regel
r a br ay brtay

y b by by by
formulieren. In diesem Fall bietet sich nur das Produkt der Nenner y und b der gegebenen
Briiche als gemeinsamer Nenner an, auf den sie durch Erweitern gebracht werden.

(3.6)

e Wollen Sie eine Zahl z, die nicht als Bruchzahl dargestellt ist, zu einem Bruch addieren,
so konnen Sie sie als Bruch in der Form £ schreiben oder gleich in der gewiinschten

- : il 2.35 .2 15 2 _ 17
Weise erweitern. Beispiel: 3 + £==> + £ = 2 + £ = .

|| |

e Den Kehrwert eines Bruchs erhalten wir, indem wir Zahler und Nenner vertauschen:

—_

- % (3.7)

< |8

Beispiel: Der Kehrwert von 2 ist 2. Beweis: 2-2 =2.2=1.1=1.

e Aufgrund der vorigen Regel zusammen mit (2.8) kdnnen zwei Briiche so dividiert werden:

g = (Kehrwert von E) r_br_ x_b (3.8)
7 by ay ya
Die gleiche Regel kann gefunden werden, indem mit y b erweitert wird:
z z b b
L (3.9)
b syl ya

Einen Bruch von Briichen nennt man Doppelbruch. Die Regel (3.8) zur Berechnung von
Doppelbriichen kann auch in der Form ,Produkt der AuBenglieder durch Produkt der
Innenglieder” gelesen werden. Beachten Sie, dass der Zihler des Zahlers (x) und der
Nenner des Nenners (b) zuletzt in den Zahler kommen, wahrend der Nenner des Zahlers
(y) und der Zahler des Nenners (a) in den Nenner kommen!

Bruchrechnen besteht genau genommen nur in einer konsequenten Anwendung dieser Regeln,
obwohl es in der Praxis eine gewisse Ubung erfordert. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn
komplexere Kombinationen der Grundrechnungsarten in allgemeiner Form (unter Verwendung
von Symbolen, deren Aufgabe es ist, Zahlen zu reprasentieren) gebildet werden. Derartige
Ausdriicke umzuformen und zu vereinfachen, ist Aufgabe der Termrechnung.

Die Rechengesetze fiir die Grundrechnungsarten sind die Basis fiir praktisch alle weiterfiihrenden
Stoffkapitel des Mathematikunterrichts. Der Grund dafiir liegt darin, dass wir es in der Mathe-
matik sehr oft mit Aussagen tiber reelle Zahlen zu tun haben. Auch wenn es den Anschein hat,
dass in diesem Fach oft mit Buchstaben (Symbolen) gerechnet wird, so sind diese Symbole
doch in vielen Fillen nichts anderes als Platzhalter fiir Zahlen.
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Dieses Skriptum wurde erstellt im April 2014 im Rahmen des Projekts ,, Entwicklung und
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