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In diesem Skriptum werden einige einfache Identitdten fiir den Alltagsgebrauch
vorgestellt. Die wichtigsten sind die elementaren Rechenregeln, die der Umformung
von Termen dienen, und die binomischen Formeln.

1 Identitdten, Rechengesetze und Umformungsregeln

Die Grenze zwischen , Rechengesetzen” (,,Rechenregeln”) und anderen , Identitaten” ist un-
scharf. Im Kern bezeichnen beide Begriffe das Gleiche: die Aussage, dass zwei Terme, die
verschieden aussehen, die gleichen Zahlenwerte haben, wenn alle Symbole, die in ihnen vor-
kommen, durch Zahlen ersetzt werden. Als Rechengesetze bezeichnet man aber sinnvollerweise
die elementaren und einfachen unter ihnen, aus denen sich in weiterer Folge auch die kompli-
zierteren ergeben. Wir listen zunachst die elementaren auf: Neben den Kommutativgesetzen
fiir die Addition und die Multiplikation

a+b=b+a
ab="ba (1.1)

und den Assoziativgesetzen fiir die Addition und die Multiplikation

a+(b+c)=(a+b)+c
a(be) = (ab)c (1.2)

waren hier noch die Regeln im Umgang mit 0 und 1

a+0=a
O-a=0 (1.3)
1-a=a,
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die Regeln im Umgang mit negativen Zahlen?

(—=1)a=—a
—(—a)=a
(—a)b=a(=b) = —ab (1.4)
(—a)(—=b) = ab,
die Regeln fiir das Dividieren
‘=
=1
poo=g
(1.5)
b'd = bd
=g
A _ 7
% b

(fiir b, f # 0) und das Distributivgesetz?

alb+c)=ab+ac

(a+b)c=ac+bc (1.6)
zu nennen. Letzteres gilt auch fiir mehr als zwei Summanden in der Klammer, also etwa
alb+c+d+f+g) =ab+ac+ad+af+ag. (1.7)
Fir den Fall @ = —1 ergibt sich die Regel, dass ein ,,Minus” vor einer Klammer zu einer
Umkehr aller Vorzeichen fiihrt, also beispielsweise
—(b—c+d)=—-b+c—d (1.8)

Alle bisher hingeschriebenen Regeln® sind Identitdten. Wir werden sie im Folgenden benutzen,
um weitere |dentitaten zu gewinnen, d.h. wir verwenden sie als Regeln fiir die Umformung
von Termen. Beachten Sie, dass Sie alle diese Regeln (sowie auch alle folgenden Identitaten)
ebenso in ,, umgekehrter Reihenfolge" lesen kdnnen, also beispielsweise die erste von (1.6) in
der Form

ab+ac=a(b+c). (1.9)

! Beachten Sie, dass —a nicht notwendigerweise fiir eine negative Zahl steht. Fiir a = —5 ist beispielsweise
—a = 9.

2 Aufgrund des Kommutativgesetzes der Multiplikation sagen beide Identititen in (1.6) das Gleiche aus.
Das Distributivgesetz regelt das ,,Klammern ausmultiplizieren®.

3 Sie sind nicht alle voneinander unabhingig — manche lassen sich aus anderen folgern. Die Zusammenstel-
lung umfasst jene Regeln, die Sie sicher und schnell, ohne groBartiges Nachdenken, wann immer es nétig ist,
anwenden konnen sollten.
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Diese Art, einen Term umzuformen, kann man als , Herausheben eines gemeinsamen Faktors
aus einer Summe" bezeichnen. Halten Sie sich bitte beim Umgang mit Klammern vor Augen,
dass es manchmal niitzlich ist, eine Klammer auszumultiplizieren (wie in (1.6)), wéhrend es
in anderen Fallen giinstiger ist, durch Herausheben eines Faktors eine Klammer zu , erzeugen*
(wie in (1.9)). Welche Umformungen in einem konkreten Fall die geeigneten sind, kommt darauf
an, was man mit dem betreffenden Term vorhat. Oft geht es schlicht und einfach darum, einen
etwas langeren und uniibersichtlichen Ausdruck zu vereinfachen, sodass man ihm seine Struktur
besser ansieht. Da kann es schon mal nétig sein, ein paar Umformungsschritte auszuprobieren
und, falls sie nicht zu einer Vereinfachung fiihren, zu verwerfen.

2 Binomische Formeln

Die (drei) binomischen Formeln gehdren zu den beriihmtesten Identitéten. Sie lauten
(a+b)?=a*+2ab+1? (2.1)
(a—b)?=a*>—2ab+ b (2.2)
(a+0b)(a—0b) =a®— b

und sollten Ihnen jederzeit locker aus der Feder flieBen!

Der Beweis erfolgt einfach durch Ausmultiplizieren der Klammern nach dem zuvor beschriebenen
Rezept, jeden Summanden der ersten Klammer mit jedem Summanden der zweiten Klammer zu
multiplizieren, dabei die Vorzeichen entsprechend zu beriicksichtigen und alle diese Produkte zu
addieren:

e Erste binomische Formel: (a +b)?> = (a+b)(a+b) =a-a+a-b+b-a+b-b
a’+ab+ba+b>=a’>+2ab+ b

e Zweite binomische Formel: (a —b)? = (a —b)(a —b) =a-a—a-b—b-a+b-b=
a?—ab—ba+b*=a®>—2ab+ b

o Dritte binomische Formel: (a+b) (a—b) = a-a—a-b+b-a—b-b = a®?—ab+ba—b* = a®>—b?.

Hier eine Anwendung:
(2z+3)* =42+ 122 +9. (2.4)

Alles klar? (Falls nicht: Verwenden Sie (2.1) fiir @ = 22 und b = 3 und rechnen Sie Schritt
fir Schritt: 2z +3)? = (22)?+2-22-3+3* =422 +122+9.)

Die binomischen Formeln kdnnen nicht nur zum Ausmultiplizieren von Klammern verwendet
werden, sondern — umgekehrt — auch dazu, einen Term zu faktorisieren, d.h. als Produkt
anzuschreiben. Haben Sie beispielsweise den Term

Y —2y+1 (2.5)

vor sich, so sollten Sie erkennen, dass er sich mit Hilfe der zweiten binomischen Formel als
Quadrat schreiben lasst:

v —2y+1=(y—1)> (2.6)
So etwas ldsst sich nicht mit jedem Term machen! Beispielsweise mit y> — 2y + 2 geht es
nicht. Um zu erkennen, ob sich ein komplizierterer Term mit Hilfe der binomischen Formeln als
Produkt schreiben lisst oder nicht, ist ein bisschen Ubung und auch etwas Fingerspitzengefiihl
notig.
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3 Hohere Potenzen von a + b

Die binomische Formel (2.1) gibt das Quadrat einer Summe in ausmultiplizierter Form an.
Manchmal werden hohere Potenzen einer Summe benotigt. Durch Ausmultiplizieren der Klam-
mern finden wir

(a+b)?=a*+3a’b+3ab>+ b (3.1)

und
(a+b)!=a*+4a®b+6a*b> +4ab® +b*, (3.2)

und wir konnten mit entsprechend wachsendem Aufwand noch einige weitere Potenzen der
Form (a + b)" fiir n = 5,6, 7 usw. ausmultiplizieren.

Um ganz allgemein die ausmultiplizierte Form einer Potenz von a+b mit natiirlichem Exponen-
ten zu ermittteln, gibt es eine einfachere Methode. Von ihr handelt der binomische Lehrsatz,
der in einem eigenen Skriptum behandelt wird.

4 Hohere Potenzen von a — b

Um (a — )3 oder (a — b)* in ausmultiplizierter Form zu erhalten, miissen wir nicht zum Start
zurlickkehren und die Klammern ausmultiplizieren wie zuvor. Statt dessen kdnnen wir in (3.1)
oder (3.2) die Variable b einfach durch —b ersetzen. Erinnern wir uns: Die Buchstaben a und
b sind ja ein Platzhalter fiir reelle Zahlen. Da (3.1) und (3.2) Identitdten sind, also fiir alle
reellen Zahlen a und b gelten, bleiben sie auch richtig, wenn a und b durch andere Terme
ersetzt werden. Wird b durch —b ersetzt, so wird b? durch (—b)? ersetzt, was aber gleich
b? ist. b3 wird durch (—b)? ersetzt, was gleich —b3 ist. Allgemein fillt das Minuszeichen bei
Potenzen von b mit geradem Exponenten weg, wahrend es fiir Potenzen von b mit ungeradem
Exponenten bestehen bleibt. Auf diese Weise finden wir

(a—b)*=a*~3a*b+3ab*— b (4.1)
und
(a—b*=a*—4a*b+6a’b* —4ab® +b*. (4.2)

Wir sehen, dass sich die Vorzeichen der Vorfaktoren abwechseln (man sagt: sie ,,alternieren”),
und das gilt auch fiir hhere Potenzen von a — b.

5 Einige weitere Identitdten

Jede Termumformung erzeugt eine ldentitat. Identitaten konnen in allen mathematischen An-
wendungsbereichen auftreten, und in jedem mathematischen Gebiet, in dem neue Strukturen
eingefiihrt werden (beispielsweise Logarithmen oder Winkelfunktionen), treten neue ldentititen
auf, die von diesen Strukturen handeln. Beispiele fiir einfache Identititen, die mit Hilfe der
binomischen Formeln leicht nachgerechnet werden kénnen, sind

(a+b)2+ (a—b)? =2(a* + b%) (5.1)
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und
(a+b)*—(a—b)*>=4ab. (5.2)

Eine besonders interessante Identitat ist
l—z)1+z+2*+-- +2") =1—a" (5.3)
Sie gilt fiir beliebige n € N und = € R. Beispielsweise fiir n = 7 lautet sie
l—z)(1+z+2?+23 +at +2° +2°+27) =1 - 2% (5.4)

Rechnen Sie zur Ubung zuerst (5.4) nach und versuchen Sie danach, (5.3) ganz allgemein zu
beweisen! Ist 2 # 1, so kann aus (5.3) geschlossen werden, dass

1 — In+1

l+az+a?+ - +a"= (5.5)

11—z
gilt. Das folgt einfach aus der Definition des Dividierens: Gilt ab = ¢, und ist a # 0, so gilt
b= < Wendenwirdasaufa =1—-2,b=1+z+2>+---+2"und c = 1 — 2" an,
so folgt (5.5) sofort aus (5.3). Dieses Ergebnis kann benutzt werden, um Summen vom Typ
1+ x+ 22+ .-+ 2™ mit vielen Summanden zu berechnen, ohne die Summanden einzeln
addieren zu miissen, also etwa

1—28
1—-2

1+2+22 428 420 425420427 = =28 —1=256—1=255. (5.6)

Wie Sie sehen, gibt es Identitdten ganz unterschiedlicher Art.

Auch hinter so manchem , Zahlentrick" steckt eine ldentitat, der eine einfache Termumformung
zugrunde liegt. Vielleicht kennen Sie diesen: Um die Zahl 45 zu quadrieren, nehmen wir die
Zehnerstelle, also 4, und multiplizieren sie mit der um 1 erhchten Zahl, also 5. An das Ergebnis
4 -5 = 20 hiangen wir die Ziffern 25 und erhalten 2025, was genau 452 ist! Das klappt mit
jeder zweistelligen Zahl, deren Einerstelle 5 ist. Der Grund dafiir ist einfach: Eine zweistellige
Zahl mit Zehnerstelle m und Einerstelle 5 kann in der Form 10 m + 5 geschrieben werden. Ihr
Quadrat ergibt sich mit der ersten binomischen Formel zu

(10m + 5)* = 100 m?* + 100 m + 25, (5.7)

was wir auch — durch Herausheben von 100 m aus der Summe der ersten beiden Summanden
— in der Form
100m (m + 1) + 25 (5.8)

schreiben konnen. Das Rezept zum Quadrieren unserer Zahl lautet also: Es wird m (m + 1)
berechnet, mit 100 multipliziert (wodurch an der Einer- und Zehnerstelle Nullen entstehen)
und 25 addiert — was genau dem Trick entspricht (der hiermit bewiesen ist)! Er ist nichts
anderes aus eine Anwendung der Identitat

(10m + 5)* = 100m (m + 1) + 25. (5.9)

Damit beschlieBen wir unseren Einstieg in die Welt der Identitaten. Einen wichtigen, hier nicht
behandelten Typ stellen Identitaten dar, in denen Briiche (d.h. Divisionen) eine entscheidende
Rolle spielen. lhnen ist ein eigenes Skriptum gewidmet.
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6

Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

Multiplizieren Sie die Klammer aus: (3p + 2%)? =
Losung:

oF T 2do+ dg
Multiplizieren Sie die Klammern aus: (2a+0)* — (2a — b)? — (a — 2b)* + (a + 2b)* =
Losung:
QD91
Multiplizieren Sie die Klammern aus: (3t +453) (3t — 45%) =
Losung:
95 91 — 816

Versuchen Sie, den Term 4 u* — 4u? v + v? mit Hilfe einer der binomischen Formeln als
Quadrat zu schreiben!
Losung:

(2= 2n2)

Versuchen Sie, den Term 16 w* —¢? mit Hilfe einer der binomischen Formeln als Produkt
zu schreiben!
Losung:

(b —ny) (b+ ,myp)

Eine etwas schwierigere Aufgabe: Multiplizieren Sie die Klammern aus:

(@ +y)?+v°) (z -y +¢*) =
Losung:

175174‘1795

Dieses Skriptum wurde erstellt im Mai 2014 im Rahmen des Projekts ,, Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen”
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Uberarbeitet im November 2015 und im April 2017

unter Mitwirkung von Harald Stockinger. Die Skripten-Seite finden Sie unter
http://www.mathe-online.at/skripten/.
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