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In diesem Skriptum werden Bruchgleichungen behandelt. Da es bei einer Bruchglei-
chung darauf ankommt, zunachst ihre Definitionsmenge zu erkennen, beginnen wir
mit diesem Thema und sehen uns danach an, wie Bruchgleichungen gelost werden
kdnnen.

1 Definitionsmenge einer Bruchgleichung

Als Bruchgleichung wird eine Gleichung bezeichnet, in der Bruchterme vorkommen. Der
Begriff ist ein bisschen unscharf, wenn nicht genau dazu gesagt wird, welche Typen von Termen
in den Z3hlern und Nennern der auftretenden Briiche stehen. Wir wollen uns hier auf den Fall
beschranken, dass es sich um Polynome handelt.

Ein Beispiel fiir eine Bruchgleichung dieses Typs (in der Variable x) ist
20+3 2z

- . (1.1)

r+1 r—>5

Sie stellt die Frage dar, ob es eine oder mehrere reelle Zahlen z gibt, fiir die die Aussage (1.1)
wabhr ist, und, falls ja, um welche Zahl(en) es sich dabei handelt.

Als Grundmenge aller in diesem Skriptum behandelten Gleichungen wahlen wir die Menge der
reellen Zahlen: G = R. Das bedeutet, dass wir jede reelle Zahl, die die betreffende Gleichung
erfiillt, als Losung akzeptieren. Bei Bruchgleichungen tritt nun ein Phanomen auf, dem wir
in den Skripten zu linearen und quadratischen Gleichungen noch nicht begegnet sind: Da der
Nenner eines Bruchs nicht gleich 0 sein darf (andernfalls wiirde es sich ja um eine Division
durch 0 handeln), miissen einige der zundchst moglichen Elemente der Grundmenge (d.h.
einige Werte fiir ) von vornherein ausgeschlossen werden. Im Fall der Gleichung (1.1) handelt
es sich um die Werte © = —1 (fiir diesen Wert ware der Nenner der linken Seite gleich 0)
und x = 5 (fiir diesen Wert ware der Nenner der rechten Seite gleich 0). Diese beiden Werte
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schlieBen wir aus, indem wir als Definitionsmenge der Gleichung (1.1) die Menge aller reellen
Zahlen, fiir die keiner der auftretenden Nenner 0 ist, festlegen. Wir schreiben diese Menge so
an:
D =R\{-1,5}. (1.2)
Das Symbol \ ist das mengentheoretische ,,ohne*!. Stattdessen kénnen wir auch genausogut
D = G\{—1,5} schreiben, da die Grundmenge G ja gleich R ist. Eine dritte Moglichkeit, D
anzuschreiben, ist diese:
D={zeR|x#—1lundz # 5}. (1.3)

Auf die Schreibweise kommt es nicht an — wichtig ist nur, dass wir in der Lage sind, von
jeder Zahl zu entscheiden, ob sie Element von D ist oder nicht. Bei jeder Behandlung einer
Bruchgleichung sollten Sie zuerst die Definitionsmenge angeben?! Das ist schlicht und einfach
deshalb wichtig, weil sich die betreffende Gleichung erst dann, wenn die Definitionsmenge
angegeben ist, in exakter Weise als mathematisches Problem darstellt:

e Fiir jedes Element x € D sind sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung
definiert (und kénnen miteinander verglichen werden).

e Die Lésungsmenge L besteht dann aus allen Elementen der Definitionsmenge D, die die
betreffende Gleichung erfiillen (d.h. fiir die die linke Seite gleich der rechten ist).

2 Bruchgleichungen lésen

Um eine Bruchgleichung zu I6sen, ist es in den meisten Féllen eine gute Strategie, zuerst alle
Briiche loszuwerden. Betrachten wir als Beispiel die Gleichung (1.1). Wenn wir beide Seiten
dieser Gleichung mit (z + 1) (x — 5) multiplizieren, bekommen wir eine neue Gleichung, in der
keine Briiche mehr aufscheinen:

wzﬁ | “(x+1)(z—5)

z+1

(22+3)(—5) = 20 (z+1)
,Diirfen* wir das tiberhaupt? Ja, wir diirfen es, da wir mit beiden Seiten der Gleichung das
Gleiche gemacht haben — das ist immer ,erlaubt”. In diesem Fall gilt aber noch mehr: Bei
jeder Umformung einer Gleichung nehmen wir an, dass x eine Ldsung ist (ansonsten wére
das Gleichheitszeichen ja nicht gerechtfertigt). Da wir als Definitionsmenge (1.2) bzw. (1.3)
festgelegt haben, ist also bei jeder Umformung vorausgesetzt, dass x # —1 und = # 5 ist.
In (2.1) haben wir beide Seiten mit einem Term multipliziert, von dem sichergestellt ist, dass
er fir alle in Betracht kommenden Werte fiir  von 0 verschieden ist. Daher handelt es sich
um eine Aquivalenzumformung! Das bedeutet, dass die neue Gleichung — die zweite Zeile
in (2.1) — die gleiche Lésungsmenge besitzt wie die urspriingliche®. Die neue Gleichung kann

(2.1)

1 Allgemein wird fiir zwei Mengen A und B definiert: A\B = {a € A|a ¢ B}, wobei das Symbol ¢
bedeutet ,,ist nicht Element von". Siehe dazu das Skriptum Mengen und Mengenoperationen.

2 Das gilt nicht nur fiir Bruchgleichungen, sondern fiir alle Gleichungen, bei denen die linke und/oder die
rechte Seite fiir gewisse Werte der Variable keinen Sinn machen.

3 Zur Erinnerung: Formen wir eine Gleichung auf eine Weise um, die keine Aquivalenzumformung ist,
so bekommen wir am Ende einen oder mehrere Lésungskandidaten und miissen danach durch die Probe
entscheiden, ob es sich tatsdchlich um (eine oder mehrere) Lésungen handelt. Haben wir im Lésungsweg nur
Aquivalenzumformungen angewandt, so ist das nicht notwendig (obwohl eine Probe nie schlecht ist, da wir
uns ja auch verrechnet haben konnten).
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nun mit den bisher bekannten Methoden leicht gelost werden. Wir konnen beispielsweise so
vorgehen wie im folgenden ,, Protokoll” gezeigt:

2etd — 24 | (x+1)(z—05)
2z+3)(x—5) =2z (x+1) | ausmultiplizieren
2202 —7Tx—15 = 222 + 22z | —22?
—7Tx—15 = 2z | —2z
9215 =0 | +15 (2.2)
—9z =15 | - (—1)
9z = —15 |29
r=-Y=_5¢p

In der letzten Zeile wurde vermerkt, dass der erhaltene x-Wert, namlich —g, ein Element der
Definitionsmenge ist (es gilt ja —2 # —1 und —3 # 5). Da nur Aquivalenzumformungen
durchgefiihrt wurden, haben wir damit die (einzige) Losung der Gleichung (1.1) gefunden.
Ihre Losungsmenge ist L = {—g} Wenn Sie den Lésungsweg noch einmal genau durchgehen,
kénnen Sie erkennen, dass wir nach dem dritten Schritt eine lineare Gleichung erhalten haben.
(So gesehen war unsere Bruchgleichung nichts anderes als eine als Bruchgleichung ,, verkleidete*
lineare Gleichung!)

Als Warnung zeigen wir, was passieren kann, wenn die Definitionsmenge nicht beachtet wird.
Dazu betrachten wir die Gleichung

x 1
= _ 2.3
r—1 x-—1 (2:3)
Wir multiplizieren beide Seiten mit x — 1, um die Nenner loszuwerden:
= - _1 | (z—1)
z—1 z—1
v (2.4)
Also x = 1. Lésung gefunden? Machen wir die Probe*:
LHS = — — X — ndefiniert (2.5)
= —— = — = undefinier :
T—{-g=VY ini
1 1
RHS = 1—1-05° undefiniert (2.6)

Also ist x = 1 doch keine Losung! Gleichung (2.3) ist so einfach, dass das Problem sogleich
erkannt werden kann: Fiir x = 1 sind beide Nenner gleich 0, aber wenn wir die Nenner einfach
~wegmultiplizieren”, bleibt x = 1 als ,, Lésungskandidat” iibrig, der aber eben keine Losung ist.
Diese Panne hatten wir uns ersparen kénnen, wenn wir die Definitionsmenge gleich zu Beginn
als D = R\{1} (oder D = {x € R|x # 1}) festgelegt hatten. Unser , Protokoll" hatte dann
so ausgesehen:

2= ] o)
r=1¢D

—

(2.7)

*LHS (,left hand side”) steht fiir die linke Seite der Gleichung, RHS (,right hand side") steht fiir ihre
rechte Seite.
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Da hier vermerkt ist, dass 1 kein Element von D ist, folgt sogleich, dass 1 keine L&sung ist,
d.h. dass (2.3) keine Losung besitzt. Die Losungsmenge ist leer: L = { }.

Beim Loswerden der Nenner einer Bruchgleichung kann dhnlich vorgegangen werden wie beim
Addieren von Briichen, die zuerst ,,auf gleichen Nenner” gebracht werden. Betrachten wir als
Beispiel die Gleichung

3z —2 322
= _ 2.8
x+3 x? -9 (2:8)
Zuerst die Definitionsmenge: Der Nenner auf der linken Seite wird 0, wenn z = —3 ist. Der
Nenner auf der rechten Seite wird 0, wenn 22 — 9 = 0, d.h. wenn x = —3 oder x = 3 ist.

(Erinnern Sie sich an die quadratischen Gleichungen!) Daher D = R\{—3,3}. Wir kdnnten
nun beide Seiten der Gleichung mit dem Produkt der beiden Nenner, also mit (z + 3) (22 —9)
multiplizieren. Wenn uns aber auffillt, dass 22 —9 = (z+3) (x —3) ist, d.h. dass die Gleichung
(2.8) auch in der Form
3z —2 3a?
r+3  (z+3)(z—3)

angeschrieben werden kann, sehen wir, dass es ausreicht, beide Seiten mit (x+3) (x—3) (oder,
was damit gleichbedeutend ist, mit x? —9) zu multiplizieren, um die Nenner loszuwerden. Der
gesamte Losungsweg konnte dann so aussehen:

(2.9)

2-2 = 32 | Nenner der rechten Seite faktorisieren
2
3:1:::-732 = (x+§>)1(x_3) ’ ' (l’ + 3) (Q? - 3)
Bz —2)(z—3) = 32° | linke Seite ausmultiplizieren
322 —1lx+6 = 322 | —32? (2.10)
—11z+6 =0 | —6
—11lz = —6 |- (—1)
11z =6 | 11
T = 1% €D

Damit ist die (einzige) Losung gefunden. Die Losungsmenge ist L = {%}

Die bisherigen Beispiele waren der Einfachheit halber so gewahlt, dass sich wahrend des
Losungsvorgangs eine lineare Gleichung ergeben hat. Das ist nicht notwendigerweise der Fall.
Treten auf beiden Seiten einer Gleichung Briiche von Polynomen auf, so lasst sie sich durch
das ,, Wegmultiplizieren" der Nenner immer auf eine Gleichung der Form

Polynom in x =0 (2.11)
reduzieren. Insbesondere konnen auch quadratische Gleichungen auftreten. Hier ein Beispiel:

31‘—2_ x?
r—2 a2—4

(2.12)

Die Definitionsmenge ist D = R\{—2,2}. Gehen Sie nun das folgende , Protokoll” genau
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durch:
3;:22 = xf; | Nenner der rechten Seite faktorisieren
3;:_22 - (x+2:)nix72) | ) (I + 2) (ZE - 2>
Bx—2)(z+2) = a? | linke Seite ausmultiplizieren
322 +4x—4 = 2? | —az?
22244z —4 = 0 | :2 (2.13)
> +22-2=0 | kleine Lésungsformel fiir quadratische
| Gleichung anwenden
T10 = —1EV14+2=
= -14+v3€D

Da sowohl —1 — /3 als auch —1 + /3 in der Definitionsmenge liegen (wie in der letzten
Zeile des ,, Protokolls” vermerkt), sind die beiden Lésungen gefunden. Die Losungsmenge ist

L={-1-+/3,-1++3}.

3 Losungsvarianten

Die Strategie des ,, Nenner-Wegmultiplizierens" ist nicht ganz eindeutig, und mit ein bisschen
Fingerspitzengefiihl kann man sich manchmal die Arbeit verkiirzen. Betrachten wir als Beispiel
die Gleichung
%+ 2
r—4
Hier konnten wir (nachdem die Definitionsmenge als D = R\{4} erkannt worden ist) gleich
beide Seiten mit = — 4 multiplizieren:

+3=T. (3.1)

2243-7 | @4

2 +2+43(x—4) = T(x—4) | alles ausmultiplizieren (3.2)

Kliiger (d.h. arbeitssparender) ist es in diesem Fall, so vorzugehen:

x;jf +3 =17 | -3
z242 . _
et e —d . (3.3)
2 +2 = 4(x—4) | rechte Seite ausmultiplizieren

Erkennen Sie den Unterschied? Beim Losungsweg (3.3) muss, obwohl er um eine Zeile langer
ist, im Unterschied zur ersten Variante (3.2) eine Klammer weniger ausmultipliziert werden!

Haben wir es mit einer Gleichung wie

1 2 21
= 4
x—|—3+x—3 2 -9 (3.4)

zu tun (die Definitionsmenge ist D = R\{—3,3}), so bemerken wir zunachst, dass es geniigt,
beide Seiten mit x? — 9, was ja das Gleiche ist wie (z + 3) (x — 3), zu multiplizieren. Wir
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konnten das gleich zu Beginn tun oder zuerst die linke Seite auf gleichen Nenner bringen und
berechnen. Sehen wir uns die beiden Varianten an: Die erste fiihrt auf

it - es | (@9
—(x=3)4+2(x+3) = 21 | linke Seite ausmultiplizieren (3.5)
49 = 21 | -9 '
x=12¢€D
Die zweite Variante fiihrt auf
_:p_}rs + %_3 = m;ig | linke Seite auf gleichen Nenner bringen
T (xig;;;zg; = 2L | links die Addition ausfiihren

SRl — Ao | Zahler links ausmultiplizieren (3.6)

z+9 _ 21 | . (ZE2 _ 9)

(z+3) (z—3) ~—  =x2-9
r+9 =21 | =9
r=12€D

Unter dem Strich ist die erste Variante (3.5) also etwas kiirzer.

In manchen (besonders einfachen) Fillen eriibrigt es sich iiberhaupt, die Nenner loszuwerden,
da die Losungsmenge sofort erkannt werden kann. Ein Beispiel ist die Gleichung

3z 3z
= 4. 3.7
T+ 7 :1:+7+ (3.7)

Sehen Sie ohne jegliche Rechnung, dass die Losungsmenge leer ist?

julas a8essny aJyem auldy Ydlldnieu uuey se(]
", 381 7 4 15q|9s a1s yo19|8* |yez auls ssep
‘usBessne 3unydis|) SIp 9pJNM 0s ‘SUNsQ SUId T UBAA

Aus all diesen Beispielen lernen wir, dass es von den konkreten, in einer Bruchgleichung vor-
kommenden Termen abhangt, wie am besten vorgegangen wird. Daher unser Tipp: Sehen
Sie sich zunachst die Terme und ihre Struktur an, spielen Sie die Grundziige der moglichen
Losungsstrategien im Kopf durch, schatzen Sie ab, welche die einfachste sein wird, und diese
fiihren Sie dann durch!

4 Ein schwierigeres Beispiel

Anhand eines schwierigeren Beispiels, das sich aber als machbar herausstellen wird, zeigen wir
noch, dass es Falle von Bruchgleichungen gibt, bei denen eine kombinierte Vorgangsweise, die
sich auch anderer Strategien bedient, schneller zum Ziel fiihrt. Die Gleichung, um die es gehen

soll, lautet: )
x?—15 x?—15
1 1=0. 4.1

(x2—|—7+) +x2—|—7+ (4.1)
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Die Definitionsmenge D ist gleich der Grundmenge R, da der einzige auftretende Nenner,
22 4+ 7, nie 0 werden kann, welchen Wert auch immer = annimmt. Sehen Sie sich nun den
Term auf der linken Seite genau an! Er ist von der Struktur

u? +u=0, (4.2)
wenn wir die abgekiirzte Schreibweise
2?2 —15
S —— | 4.3

verwenden. Also |6sen wir zuerst einmal (4.2)! Denken wir uns die linke Seite von (4.2) in der
Form w (u + 1) geschrieben, so ergibt sich, dass es genau zwei Losungen v = 0 und v = —1
gibt. Ist = also eine Losung der urspriinglichen Gleichung (4.1), so gilt (4.3) mit u = 0 oder
u = —1. Daher gilt fiir x

2?2 —15 2?2 —15

1=0 od
e o T

entweder

+1=-1. (4.4)

Wir erhalten damit zwei Gleichungen, und jede Losung (zumindest) einer dieser beiden Glei-
chungen ist eine Losung von (4.1). Die Definitionsmengen der beiden Gleichungen sind nach
wie vor ganz R. Wir |6sen zuerst die erste:

2+7 +1 =0 | —1

Eo I | (@2 +7)
2 —15 = —(2*+7) | rechte Seite ausmultiplizieren
$2—15:—£B2—7 | +$2+7 (45)
222 -8 =0 | :2 '

2 —4 =0 | quadratische Gleichung, deren Losungen
| wir sofort hinschreiben konnen
T12 = +2

Und jetzt die zweite:

SEri--1 |-
a:2+175 = -2 | (@2 +7)
22— 15 = —2(22+7) | rechte Seite ausmultiplizieren
2 —15 = =222 —14 | +22*+ 14
3221 =0 IE (46)
?—5 =0 i quadratische Gleichung, deren Lésungen

wir sofort hinschreiben kdnnen

X34 = :t\lf = :]:i

Die Loésungen haben wir jetzt (fortlaufend, da die Symbole 1 und x5 bereits mit den zuvor
gefundenen Losungen +2 belegt sind) mit 3 und 24 nummeriert, und im letzten Schritt wurde
der Nenner rational gemacht®. Die ursprijngliche Gleichung (4.1) besitzt daher vier Losungen.

Die Lésungsmenge ist L = {—2, —?, 5 ,2}
5 Mit v/3 - /3 = 3 kénnen wir ja umformen: % = \/5\/?/5 = @
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Es lohnt sich also — gerade bei kompliziert aussehenden Gleichungen —, zuerst die Struktur der
auftretenden Terme genau anzuschauen! Hatten wir zuerst das Quadrat auf der linken Seite
von (4.1) ausmultipliziert und alles auf gleichen Nenner gebracht, so hatten wir wesentlich
mehr rechnen miissen, um dann vor der Gleichung vierten Grades

328 —132° +4=0 (4.7)

zu stehen. Mit v = 22 hitte sich diese auf die quadratische Gleichung
30 —13v+4=0 (4.8)
1

3
Losungen j:\/g = i\/?g und ++v/4 = +2 ebenfalls gefunden, aber eben mit erhhtem Arbeits-

aufwand. (Vollziehen Sie diese langere Losungsmethode zur Ubung selbst im Detail nach!)

mit den Losungen v = % und v = 4 reduzieren lassen. Auf diese Weise hatten wir die vier

5 Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

e Losen Sie die folgende Gleichung:
6z—5 3(2x+1)

r+1  z-1

Losung:
{OT[} = 17 3s1 98uawis3unso a1
{171\ = @ 18 98uswsuonuys( 31Q
e Losen Sie die folgende Gleichung:

z—1 _23:4—1
2¢+1 -3

Losung:

.{@/\if* ‘@/\g,v,} = 17 1s1 28uawis3unso a3l

{8 4%_}\}]1 = (7 3s! 8uswsuoiiuysq a1q
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e Losen Sie die folgende Gleichung:

Losung:

{} =7 99| 151 98uswis3unso] a1
{2z 01\ = @ 15! 98uswsuoniuyeq 21q

e Losen Sie die folgende Gleichung:

3 2 _51‘—1—1
r -1 22-—1

Losung:
{e} = 7 151 98usws3unso a1Qq
{170 1—}\a = @ 151 98uswsuoniuysQ 31Qq
e Losen Sie die folgende Gleichung:

4 2 sr+1
r—1 22-1

Losung:

. [4 ¢ [4
{re= e
{1°0‘1—}\A = @ 35! d8uswisuoruyaq 31

I_} = 7 151 93uswIs3unso al(]

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juni 2014 im Rahmen des Projekts ,, Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen”
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 — 2021 unter Mitwirkung von
Harald Stockinger mehrmals korrigiert und iiberarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter

http://www.mathe-online.at/skripten/.
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