Planimetrie, Stereometrie

5. PLANIMETRIE, STEREOMETRIE

5.1. Planimetrie

Die Planimetrie oder auch ebene Geometrie beschaftigt sich mit den in einer Ebene liegenden geo-
metrischen Figuren. Im folgenden Abschnitt sollen die wichtigsten Begriffe der ebenen Geometrie sowie die

rechnerischen Zusammenhange erklart werden.

(@) Grundlagen

Alle geometrischen Gebilde kann man als Punktmengen auffassen. Punkte werden mit Gro3buchstaben

bezeichnet.

_—

g=h

Gerade: Durch zwei verschiedene Punkte A, B gibt es genau eine

Gerade g(A,B). Jede Gerade ist eine unendliche Punktmenge. Geraden

werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

Gegenseitige Lage zweier Geraden

Zwei Geraden konnen einander in einem Punkt schneiden: g » h = {S}.
Der Punkt S heilt Schnittpunkt.

Zwei Geraden kdnnen zueinander parallel sein, sie sind disjunk:
gnh={},g|h

Zwei Geraden kénnen identisch seinig~h=g,g=nh.

Zwei Geraden kdnnen windschief sein (nur im dreidimensionalen Raum):
gnh={}gth
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Strecke: Die Verbindung zweier Punkte A, B nennt man Strecke. Die

Lange der Strecke bezeichnet man mit AB.

Mittelpunkt: Der Mittelpunkt einer Strecke AB ist jener Punkt, der auf

der Strecke AB liegt und von A gleich weit entfernt ist wie von B.

Streckensymmetrale: Die Streckensymmetrale ist die Menge aller

Punkte, die von zwei Punkten A, B jeweils gleichen Abstand haben.

Senkrechte (Normale): Eine Senkrechte ist eine Gerade n, die eine
Gerade g im rechten Winkel (90°) schneidet. Auch die Strecken-

symmetrale steht normal auf AB. Symbolisch: n L g

Winkel: Zwei Strecken SA und SB, die von einem gemeinsamen Punkt S

ausgehen, schlieRen miteinander einen Winkel o = 9(a,b) = JASB ein. Der
Punkt S heil3t Scheitel, die Strecken a, b nennt man Schenkel bzw.
Strahlen (Halbgeraden). Winkel werden mit griechischen Buchstaben
bezeichnet.

Es gibt folgende Winkelarten:

Spitzer Winkel: 0° < a < 90° Nullwinkel: a. = 0°

Rechter Winkel: o = 90°

Stumpfer Winkel: 90° < o < 180° Gestreckter Winkel: o = 180°

Uberstumpfer Winkel: 180° < a. < 360° Vollwinkel: o = 360°
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Winkelsymmetrale: Die Winkelsymmetrale ist die Menge aller Punkte,

die von zwei Geraden jeweils gleichen Abstand haben.

Strahlensatz - Teilung einer Strecke

1. Strahlensatz: Werden zwei von einem Punkt ausgehende Strahlen von
parallelen Geraden geschnitten, so sind die Verhalinisse entsprechender

Strecken auf den Strahlen gleich.
Auf die Abbildung bezogen heil3t das: S_A1:SA2 = S_B18_I32

2. Strahlensatz: Werden zwei von einem Punkt ausgehende Strahlen von
parallelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf den

Paralleln wie die entsprechenden Strahlenabschnitte.

Auf die Abbildung bezogen heildt das: SA,:SA, = AB;:A,B,

Diese zwei Satze kann man nitzen, wenn man eine Strecke in einem

bestimmten Verhaltnis teilen will.

Innere Teilung: Eine Strecke AB ist im Verhaltnis m : n innen zu teilen. Auf
einem weiteren Strahl durch A werden von A aus m gleiche Strecken bis D
und n weitere gleiche Strecken von D bis E abgetragen. Zieht man eine

Parallele durch D zur Geraden BE, so schneidet diese Parallele die

Strecke AB im Punkt C. Es gilt dann laut Strahlensatz AC:CB=m:n.

AuBere Teilung: Eine Strecke AB ist im Verhaltnis m:n auRen zu teilen.
Auf einem weiteren Strahl durch A werden von A aus m-n gleiche
Strecken bis D und n gleiche Strecken von D bis E abgetragen. Zieht man
eine Parallele durch E zur Geraden BD, so schneidet diese Parallele die

Verlangerung der Strecke AB im Punkt C. Es gilt dann laut Strahlensatz
AC:BC=m:n.
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(b) Dreiecke

Allgemeines Dreieck: Ein Dreieck entsteht im allgemeinen durch die

Schnittpunkte dreier Geraden. Man bezeichnet o, p und y als Innenwinkel

und a4, B4 und y; als Aufdenwinkel.

Die Summe der Innenwinkel betragt 180°: o+ p+y=180°
Die Summe eines Innen- und eines AulRenwinkels ist jeweils 180°: atog=p+p=y+y=180°
Die Summe der AulRenwinkel ist daher 360°: oy + Bg +yq =360°

Ein AuBenwinkel ist gleich der Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel:

=Bty Br=aty,y1=at+P

Die Summe zweier Seiten ist immer groRer als die dritte Seite (Dreiecksungleichung):

at+tb>c a+tc>b b+c>a

Der golieren Seite liegt der groflere Winkel gegentiber.

Man kann die Arten von Dreiecken nach der Lange der Seiten und nach der Grofle der vorkommenden

Winkel einteilen.

ungleichseitiges Dreieck: azb=c
(allgemeines Dreieck) axP=y
gleichschenkliges Dreieck: a, b ... Schenkel, ¢ ... Basis

a=bzc,a=p=y

o}
b a gleichseitiges Dreick: a=b=c
A c B
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a spitzwinkliges Dreieck: a <90°, B <90° v<90°

A c B
c
b a rechtwinkliges Dreieck: a, b ... Katheten, ¢ ... Hypotenuse
p, q ... Hypotenusenabschnitte
o B
A a c P B a <90° B <90° v=90°

stumpfwinkliges Dreieck: a <90° B <90° 90° <y < 180°

In allen angeflihrten Dreiecken gibt es folgende besondere Linien und Punkte:

Hohen, Hohenschnittpunkt: Die Linie, die normal auf eine Seite eines Dreiecks steht und durch den

nicht auf dieser Seite liegenden Eckpunkt geht, nennt man die Héhe auf diese Seite (h,, hy, hc). Die Hohen

eines Dreiecks schneiden einander im Hohenschnittpunkt H.

Seitensymmetrale, Umkreismittelpunkt: Errichtet man auf allen Seiten die Streckensymmetrale

(Seitensymmetrale), so schneiden diese Symmetralen einander in einem Punkt. Da dieser Punkt aufgrund

der Konstruktion von allen Eckpunkten gleiche Entfernung hat, ist dies der Umkreismittelpunkt U.

Schwerelinien, Schwerpunkt: Die Verbindungslinie zwischen dem Mittelpunkt einer Dreiecksseite

und dem nicht auf dieser Seite liegenden Eckpunkt nennt man Schwerelinie. Die Schwerelinien schneiden

einander im sogenannten Schwerpunkt S. Dieser Punkt teilt jede Schwerelinie im Verhaltnis 2:1.

Winkelsymmetralen, Inkreismittelpunkt: Die Winkelsymmetralen zwischen jeweils zwei Schenkel
eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. Da dieser Punkt aufgrund der Konstruktion von allen

Dreiecksseiten gleiche Entfernung hat, ist dies der Inkreismittelpunkt I.

Der Hohenschnittpunkt, der Umkreismittelpunkt und der Schwerpunkt liegen in jedem Dreieck auf einer
Geraden, der sogenannten Eulerschen Geraden. Der Schwerpunkt und der Inkreismittelpunkt liegen stets
innerhalb des Dreiecks; der Hohenschnittpunkt und der Umkreismittelpunkt liegen beim spitzwinkligen

Dreieck innerhalb, beim stumpfwinkligen Dreieck jedoch auRerhalb des Dreiecks.
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Dreiecksberechnungen

a’+b%=c?
a2:C.p
b2 =c-q
h2:p.q

A a B
C
b a
o B
A d c P B

Satzgruppe des Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke:
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flacheninhalte der
Quadrate Uber den Katheten gleich dem Flacheninhalt des Quadrats Uber

der Hypotenuse (Pythagoriaischer Lehrsatz).

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Quadrats Uber
einer Kathete gleich dem Flachenihalt des Rechtecks aus der Hypotenuse

und dem der Kathete anliegenden Hypotenusenabschnitts (Kathetensatz).
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Quadrats tber

der Hoéhe gleich dem Flacheninhalt des Rechtecks aus den beiden

Hypotenusenabschnitten (Hohensatz).

Berechnung des ungleichseitigen Dreiecks:

U:a+b+c,s:2=a+b+c A:a~ha:b-hb:c-hc
2 2 2 2 2
Heronsche Flachenformel: A = /s(s—a)(s-b)(s—c)
Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks:
c)? c-h, c c)’
U=2a+c, h; = az—(—) A="-—%C=_". a2_(_)
2 2 2 2
Berechnung des gleichseitigen Dreiecks:
a)’ a a-h a?
U=3a, h= az—(—j =243 A="—="43
2 2 i3 2 4 V3
Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks:
U:a+b+c,c=p+q,h:\/az—pzz\/bz—q2 A:%:%h
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Ahnliche Dreiecke - Kongruente Dreiecke

Dreiecke sind ahnlich, wenn sie allen Winkeln Gbereinstimmen.

Annliche Dreiecke haben also gleiche Form, sie unterscheiden sich nur durch ihre Gréke und Lage.
Ahnliche Dreicke kénnen also so zueinander zum Liegen gebracht werden, dal entsprechende Seiten

zueinander parallel sind. Zwischen ahnlichen Dreiecken gilt daher der Strahlensatz.

Dreiecke sind kongruent, wenn sie in allen Bestimmungsstiicken Ubereinstimmen.

Kongruente Dreiecke haben also die gleiche Form und Gréf3e, sie unterscheiden sich nur durch ihre Lage.

(c) Vierecke

allgemeines Viereck:
Die Summe der Innenwinkel betragt 360°: o+ p+y+35=360°

Jede Diagonale (e, f) teilt das Viereck in zwei Dreiecke.

Einteilung und Berechnung der Vierecke

D a c Rechteck: a=B=y=8=90°%alb
b d M b U=2a+2b=2(a+hb) A=ab
d? = a + b? d =+a?+b?
A a B
D C

2 Quadrat: a=p=y=6=90°%ala

d\M )

a a U=4a A=a-a=a

A a B d? =a? +a% = 2a° d=a-\2
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(d) Vielecke (Polygone)

Parallelogramm: a=y,B=06a+pB=y+35=180°
U=2a+2b=2(a+b) A=a-h,=b-h,
Rhombus (Raute): oa=y,p=8,a+P=y+5=180°%e Lf
U=4a, e’ +f° = 4a° A&t
Trapez: alcalm
U:a+b+c+d,m:ﬂ A:m~h:M
2 2
Deltoid (Drachenviereck): axy,p=08,eLf
U=2a+2b=2(a+b) Az%f

Allgemeines Vieleck: n ... Anzahl der Seiten

n-(n-3)

Es gibt Diagonalen; das Vieleck &Rt sich durch die von einer

Ecke ausgehenden Diagonalen in (n — 2) Dreiecke zerlegen.

Die Summe der Innenwinkel betragt 180°-(n — 2).

RegelmaBige Vielecke: Ein Vieleck heif3t regelmallig, wenn alle Seiten
gleich lang und alle Winkel gleich grof’ sind. Jedem regelmafigen Vieleck
ARt sich ein Kreis umschreiben und ein Kreis einschreiben. Jeder
Innenwinkel betragt 180°-¥. Das gleichseitige Dreieck und das

Quadrat sind regelmaRige Vielecke.
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(e)

Kreis, Kreisteile

Ein Kreis k ist die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem Punkt M,

(Mittelpunkt) den gleichen Abstand r (Radius) haben:  k = {x ce| XM= r}

Die Verbindung zweier Punkte des Kreises durch eine Strecke bezeichnet
man als Sehne s. Verlauft diese Sehne durch den Mittelpunkt M, so erhalt
man einen Durchmesser d des Kreises mit d = 2r. Die Verbindung zweier

Punkte des Kreises entlang der Kreislinie bezeichnet man als Bogen.

Die Flache, die durch einen Bogen und zwei Radien des Kreises begrenzt
wird, nennt man Sektor oder Kreisausschnitt; die Flache, die durch einen
Bogen und eine Sehne begrenzt wird, heilt Segment oder Kreisabschnitt.
Der Winkel, der zwischen den Radien eines Sekors gemessen wird, ist der
sogenannte Zentriwinkel. Der Winkel, unter dem man eine Sehne (bzw.
einen Bogen) von einem Punkt des Kreises sieht, ist der Peripheriewinkel.
Peripheriewinkel, die zu derselben Sehne (demselben Bogen) gehdren,

sind gleich grof3: o4 = ay. Der Zentriwinkel ist doppelt so grol3 wie der

zugehdrige Peripheriewinkel: = 2a.
Satz von Thales

Jeder Peripheriewinkel tiber einem Kreisdurchmesser betragt 90°.

Kreis und Gerade
Passante: Die Passante hat mit dem Kreis keinen Punkt gemeinsam.

Tangente: Die Tangente hat mit dem Kreis einen Punkt P (Berlhrungs-

punkt) gemeinsam. Jede Tangente steht normal auf den Beruhrradius.

Sekante: Die Sekante schneidet den Kreis in zwei Punkten A, B (A=B).
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Kreisberechnungen

o
o =
= ~ x

Kreis:
Das Verhaltnis des Umfanges eines Kreises zu seinem Durchmesser ist
konstant und betragt = = 3,14159265359...

d2
U=2r-n=d-xn A=rl.nrt=—.1
4
Kreisbogen:
_rra o ... Zentriwinkel im GradmaR
180

Kreissektor:

2

U=2r+b=2r+ ™% A_Br_rmo
180 2 360
Kreissegment:
2
U=s+b, s=2/h(2r-h) _Mma_s-h
360 2

Kreisring:

R ... duBerer Radius r ... innerer Radius

U=2-Rrn+2-rr=2nR+r) A=R%t-r’n = n(R?-r?)
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5.2. Stereometrie

Stereometrie nennt man die elementare Geometrie des dreidimensionalen (reellen euklidischen) Raumes.

Im folgenden Abschnitt werden die wichtigsten Kérper und ihre Berechnung aufgefuhrt.

(@) Pyramiden

Eine Pyramide besitzt ein Polygon (n-Eck) als Grundflache. Die Mantelflache besteht aus n Dreiecken,

welche in der Spitze S zusammenlaufen. Die Seiten der Grundflache heilRen Grundkanten, die Ver-

bindungsstrecken zwischen Spitze und den Ecken der Grundflache heiRen Seitenkanten. Der Normal-

abstand zwischen Spitze und Grundflache ist die Hoéhe h. Eine Pyramide heil3t gerade, wenn der FuRpunkt

der Héhe im Mittelpunkt der Grundflache liegt, andernfalls ist sie schief. Eine regelmafige Pyramide ist eine

gerade Pyramide, deren Grundflache ein regelmafiges n-Eck ist.

Die Oberflache einer Pyramide ist die Summe der Flacheninhalte der Grundflache und der

Mantelflache:

FiUr das Volumen einer Pyramide gilt immer die Formel:

0=G+M

V=_.G.h
3

Quadratische Pyramide:

RegelmaRiges Tetraeder:

a3
3

a — 2
hj=—-43, MC=—=-h, =
1 2 \/_ 3 1

2
0=4.2 '\E:az-\/g

4

Die Grundflache ist ein Quadrat.

vela?n
3
hoa? _mc” - 26
3
2 3
vzl a“- 3.h:a N2
3 4 12
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RegelmiRiges Oktaeder:

h:a-g EF=2h=a-y/2
2 3

o-8.2 */gzz-ﬁ-aZ Vool g2 o2
4 3 3

Quadratischer Pyramidenstumpf:

—_ a,-a,)’

MH=h, h, = h2+(%j M= 2(a;+a,)-h

0=G;+G,+M=2a?+a3+2(a;+a,)h V—l-(az+aa +a3)-h

=061+0; =a;+a 1+8; T3 @ tad

(b) Prismen

Ein Prisma besitzt zwei in parallelen Ebenen gelegene kongruente n-Ecke als Grund- und Deckflache. Die
Mantelflache besteht aus n Parallelogrammen. Gemeinsame Strecken von zwei Teilflachen heiRen Kanten.
Die Seitenkanten sind parallel und gleich lang. Gemeinsame Punkte von je drei Teilflachen heif3en Ecken.
Der Normalabstand zwischen Grund- und Deckflache ist die Hohe h. Ein Prisma heillt gerade, wenn alle
Seitenkanten zur Grundflache normal stehen, andernfalls ist es schief. Ein regelmafiges Prisma ist ein
gerades Prisma, welches als Grundflache ein regelmaRiges n-Eck besitzt.

Die Oberflache eines Prismas ist die Summe der Flacheninhalte von Grundflache,
Deckflache und Mantelflache: 0=2G+M

Fur das Volumen eines Prismas gilt immer die Formel: V=G-h
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H G
Quader:
E F
d=+va? +b? +c?
D d c
¢ O =2(ab+ac+bc) V=a-b-c
/ b
A a B
H G
£ E Wiirfel:
5 d c d= a-\/g
a 0=6-a> v=al
// a
A a B
(c) Kegel

Ein Kegel besitzt einen Kreis als Grundflache. Die Mantelflache ist eine einfach gekrimmte Flache, da sich
die Kante eines Lineals nur in einer Richtung anlegen 1aRt, sodal® sie ganz in der Mantelflache liegt. Das
angelegte Lineal berGhrt die Mantelflache langs einer Mantellinie, einer sogenannten Erzeugenden s. Die
Mantellinien schneiden einander in der Spitze S des Kegels. Der Normalabstand zwischen Spitze und
Grundflache ist die Héhe h. Ein Kegel heil3t gerade, wenn der FuRpunkt der Hohe im Mittelpunkt M der

Grundflache liegt, andernfalls ist er schief.

Die Oberflache eines Kegels ist die Summe der Flacheninhalte der Grundflache und
Mantelflache: O0=G+M

Fur das Volumen eines Kegels gilt die Formel: V= %-G -h

Die Verbindung des Mittelpunkts der Grundflache mit der Spitze ist die Drehachse eines geraden Dreh-
kegels. Ein Achsenschnitt liefert als Schnittflache ein gleichschenkliges Dreieck. Die eben aufgerollite

Mantelflache ergibt einen Kreisausschnitt (Sektor) mit der Erzeugenden s als Radius.
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Drehkegel:

s?=r?+h’ M= ris

O=G+M=r’n+rs=rn(r+s) V:%~r2nh

Gleichseitiger Drehkegel: s=2r

h=r-y3 M= 2%

3
O= 3I’27r \V = r T[\/g
3

Kegelstumpf:

szz(r1—r2)2+h2 M= (r, +1rp)ns
_ _ 2 2 19 2

O0=G+Gy,+M=rn+rn+(r+r)rs \Y; _5.(,~1 +00, +12)mh

(d) Zylinder

Ein Zylinder besitzt zwei flachengleiche Kreise als Grund- und Deckflache. Die Mantelflache ist eine einfach
gekrimmte Flache, da sich die Kante eines Lineals nur in einer Richtung anlegen lalt, sodal} sie ganz in der
Mantelflache liegt. Das angelegte Lineal beriihrt die Mantelflache 1angs einer Mantellinie, einer Erzeugenden
s. Die eben aufgerollte Mantelflache ist ein Rechteck. Der Normalabstand zwischen Grund- und Deckflache
heit Hohe h. Ein Zylinder hei3t gerade, wenn alle Mantellinien zur Grundflache normal stehen, andernfalls
ist er schief.

Die Oberflache eines Zylinders ist die Summe der Flacheninhalte von Grundflache,
Deckflache und Mantelflache: O0=2G+M

FuUr das Volumen gilt die Formel: V=G-h
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Die Verbindung der Mittelpunkte der Grund- und Deckflache ist die Drehachse eines geraden Drehzylinders.

Ein Achsenschnitt liefert als Schnittflache ein Rechteck.

Drehzylinder:

\/ M = 2rrh, O = 2r?n + 2reh = 2rr(r + h) V =r2zh
h

. — Gleichseitiger Zylinder: h=2r
\ M=4r’r, O = 6rln V=2

\ / Hohlzylinder:
—~— R ... duRerer Radius r ... innerer Radius
h
——— M= 2rn(R+r)h
0= 2r(R? =r?)+ 2x(R +1h = 2n(R+ )R —r + h) V = n(R2 = r?)h

(e) Kugel, Kugelteile

Eine Kugel entsteht, wenn ein Kreis um einen seiner Durchmesser gedreht wird. Alle Punkte der Kugelober-
flache haben vom Kugelmittelpunkt M den gleichen Abstand r (Kugelradius). Die Kugeloberflache ist doppelt

gekrimmt; sie kann nicht wie ein Zylinder- oder Kegelmantel in einer Ebene ausgebreitet werden.

Kugel:

O =4r’n = d%n V= _ar
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Kugelsektor (Kugelausschnitt): r> = 2rh— h?

Kugelkappe: A = 2rrh Kegelmantel: M = ryrr

_ 2r?zh

O=A+M=2rzh+rmr \Y 3

Kugelsegment (Kugelabschnitt): r? = 2rh—h?

Kugelkappe: A = 2rrh Grundflache: K = rin

_ nh®(3r—h)  7th(3rf +h?)

O=A+K=2rth+r’n v
3 6
Kugelschicht und Kugelzone:
Kugelzone: A = 2rrh
2 2 3
0=G;+Gy+A =r?n+rin+2rrh y _ h@rf +3r; +h7)

6

Hohlkugel:

R ... dullerer Radius r ... innerer Radius

4n(R°-r’) _n(D’-d°)

0 =4R%g V=
3 6
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