Das newtonsche Näherungsverfahren

Das Newtonverfahren ist ein bekanntes Iterationsverfahren zur Approximation von Nullstellen einer stetig differenzierbaren reellen Funktion f.

	Man geht von einem Näherungswert x1 der gesuchten Nullstelle aus, und bestimmt die Tangente t1 an den Funktionsgraphen im Punkt P1(x1/f(x1)):
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Diese Tangente schneidet die x-Achse an der Stelle 
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Im Allgemeinen ist x2 ein besserer Näherungswert für die gesuchte Nullstelle als x1. Nun schneidet man die Tangente an den Graphen im Punkt P2(x2/f(x2)) mit der x-Achse, und ermittelt so den nächsten Näherungswert x3, schneidet dann die Tangente an den Graphen im Punkt P3(x3/f(x3)) mit der x-Achse usw. 

Auf diese Weise erhält man eine Folge <xn> mit   
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, die bei geeigneter Wahl des Startwerts x1 gegen eine Nullstelle von f konvergiert.

Die folgende Derive-Funktion NEWTONS(f, x, a, n) liefert für eine vorgegebene Funktion x( f(x) und einen vorgegebenen Startwert a die ersten n+1 Glieder dieser Folge. 
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Ersetzt man ITERATES durch ITERATE, so wird nur das letzte Glied der obigen Iterationsfolge als Ergebnis ausgegeben:
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Beispiel 1:  f(x) = x² - 2

Der Graph der Funktion f(x) = x² - 2 hat an der Stelle 0 eine waagrechte Tangente. Aus diesem Grund kommt 0 als Startwert für das Newtonverfahren nicht in Frage:
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Beispiel 2:  f(x) = -3x4 + 28x²

Die Funktion f(x) = -3x4 + 28x² hat die drei Nullstellen 0, 
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In Abhängigkeit von der Wahl des Startwerts a werden verschiedene Nullstellen approximiert:
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NEUTONS(- 3-x + 28°x , x, 1, 18)
[1.0.4318.,0.2114,0.1051,0.05253,0.02626..0.01312,8.006564,0.003282,, 0. 001641, 0. 00882051

4 2
NEUTONS(- 3-x + 28°x , x. 1.9, 18)
[1.9.-8.6727,-8.3183,-0.1573,-0.07848.,~0.03921,-8.01960, ~0. 009862, ~0. 004901 , -0 002450, ~0. 001 225]

4 2
NEUTONS(- 3-x + 28°x , x, 2, 18)

2. -2, 2. -2, 2. -2, 2. -2, 2. -2, 2]

4 2
NEUTONS(- 3-x + 28°x , x, 2.1, 18)

[2.1,-7.970,-6.135,-4.818,-3.917,-3.365,-3.113,-3.057,-3.055,,~3.055,,-3.055]

4 2
NEWTONS(- 3-x + 28°x , x, 2.5, 18)
[2.5.3.717,3.261.3.083,3.055,3.055,3.055,3.055,3. 855, 3.055.,3.855]

4 2
NEUTONS(- 3-x + 28°x , x, 5, 18)
[5.4.036,3.432,3.137,3.960,3.055,3.055,3.055,,3.055,3.855,3. 855]




	Insbesondere stellt man fest, dass das Newtonverfahren für den Startwert 2 nicht konvergiert. 

Die Abbildung zeigt, dass die Tangente an den Graphen von f  im Punkt P(2/f(2)) die x-Achse an der Stelle –2 schneidet.

Da, umgekehrt, die Tangente in 

P(-2/f(-2)) die x-Achse an der Stelle 2 schneidet, liefert das Newtonverfahren die oszillierende Folge [2, -2, 2, -2, 2, -2, .....].
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Beispiel 3: f(x) = 32x³ - 96 x – 15

Der Graph der Funktion f(x) = 32x³ - 96x – 15 hat an den Stellen (1 waagrechte Tangenten. Daher konvergiert das Newtonverfahren für die Startwerte 1 und –1 nicht.

Aber auch für den Startwert 0.75 erhält man: 
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	Die Abbildung zeigt, dass die Tangente an den Graphen von f im Punkt (0.75/f(0.75) die x-Achse an der Stelle –1 schneidet. 

Hier führt das Newtonverfahren also im zweiten Schritt auf eine Stelle mit waagrechter Tangente, und konvergiert daher nicht.
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Zum Derive-Worksheet
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