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I. SPARZINSEN

1. ZINSESZINSEN

Beispiel:

Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von 2 000 € auf ein mit 3% verzinstes Sparbuch. Wie hoch ist der Kontostand am Ende des 4. Jahres?

Lösung:

3% des Anfangskapitals K = 2 000 € sind 60 €. Somit gilt für das Kapital K1, über das der Sparer am Ende des ersten Jahres verfügt:

K1 = 2 000 + 60 = 2 060

Allgemein: K1 = K + K ( p/100 = K ( (1 + p/100)

3% des Kapitals K1 = 2 060 € sind 61,8 €. Somit gilt für den Kontostand K2 am Ende des zweiten Jahres:

K2 = 2 060 + 61,8 = 2121,8

Allgemein: K2 = K1 + K1 ( p/100 = K1 ( (1 + p/100) = K ( (1 + p/100)2

Analog folgt: K3 = 2 121,8 + 63,65 = 2 185,45

Und allgemein: K3 = K ( (1 + p/100)3

Am Ende des vierten Jahres beträgt der Kontostand K4 somit:

K4 = K ((1 + p/100)4 = 2 251,02 €

In diesem Beispiel wird das vorhandene Kapital jeweils am Jahresende verzinst, die anfallenden Zinsen werden zum Kapital hinzuaddiert und im darauffolgenden Jahr mitverzinst. In einem solchen Fall sprechen wir von ZINSESZINSEN.

Wir formulieren die Zinseszinsformel nun allgemein: Für die Höhe des Kapitals Kn am Ende des n‑ten Jahres gilt: 

Kn = K ( (1 + p/100)n

Dabei sind:
K ..............
Kapital zu Beginn des ersten Jahres


p% ...........
Jahreszinssatz


n ...............
Anzahl der Jahre, für die das Kapital verzinst wird

Wird der Zinssatz in Dezimalschreibweise angegeben, d.h. i = p/100, so lautet die Zinseszinsformel:

Kn = K ( (1 + i)n

Die im obigen Beispiel geschilderte Situation ist jedoch für den Bankalltag untypisch, da diese Zinseszinsformel nur dann anwendbar ist, wenn

1.) 
das Kapital K für n volle Jahre jeweils vom 1 . Jänner bis zum 31. Dezember auf dem Sparbuch liegt, und

2.) 
sich der Kontostand während der gesamten Verzinsungsdauer weder durch Einzahlungen noch durch Behebungen ändert.

AUFGABEN:

1.1. 
Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von 5 000 € auf ein mit 3,75% verzinstes Sparbuch. Wie groß ist das Guthaben 

a) 
am Ende des 5. Jahres? 

b) 
am Ende des 10. Jahres?

c) 
am Ende des 12. Jahres? 

1.2. 
Ein zu Jahresbeginn angelegtes Kapital von 7 500 € ist 


a)
in drei Jahren auf  8 195,45 €,

b) in fünf Jahren auf  8 485,56 €,

c) in zehn Jahren auf  11 101,83 €

angewachsen. Wie hoch ist jeweils der Zinssatz?

1.3. 
Welches Kapital muss man zu Jahresbeginn anlegen, um bei (1) 2%, (2) 3% bzw. (3) 4% Zinseszinsen 

a)
am Ende des 5. Jahres 5 000 €, 

b) am Ende des 10. Jahres 10 000 €, 

c) am Ende des 12. Jahres 12 000 € angespart zu haben?

1.4.
Wie viele Jahre dauert es, bis ein Kapitel von 10 000 €  

a) auf  15 000 €,

b) auf  20 000 €,
c) auf  25 000 €,
d) auf  30 000 € 
anwächst, wenn während der gesamten Zeit mit einem Jahreszinssatz von (1) 1%, (2) 2%, (3) 3%, (4) 4%, (5) 5% kapitalisiert wird? 


1.5. 
Drücke aus der Zinseszinsformel 

a)
K durch Kn, p und n, 

b) 
p durch K, Kn und n 

c) 
n durch K, Kn und p aus!

1.6. 
a) 
Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von K = 10 000 € auf ein Sparbuch. Wie viele Jahre dauert es, bis sich das angelegte Kapital verdoppelt hat (Verdoppelungszeit V), wenn der Zinssatz 0,5%, 1%, 1,5%, 2%, 2,5%, 3%,... ,7% beträgt?


b) 
Ein Kapital K wird zu einem Jahreszinssatz von p% angelegt. Erstelle eine Formel zur Berechnung der Verdoppelungszeit V! Begründe, dass V unabhängig von der Höhe K des Kapitals ist!


c) 
Eine Faustregel zur raschen Überschlagsmäßigen Ermittlung von V lautet: 







V ( 70/p. 



Vergleiche diesen Näherungswert mit dem exakten Wert von V für die in a) angegebenen Zinssätze!

1.7.
Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von 20 000 € auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch ein. Wie hoch ist der Kontostand am Ende des 6. Jahres, 


a)
wenn am Beginn des übernächsten Jahres weitere 5 000 € eingezahlt werden, 


b)
wenn am Beginn des nächsten und des übernächsten Jahres jeweils 2 500 € eingezahlt werden?

1.8.  Jemand legt zu Jahresbeginn 20 000 € auf ein mit 2,75% verzinstes Sparbuch. Wie ist der Kontostand am Ende des 8. Jahres, 

a) wenn der Zinssatz am Beginn des übernächsten Jahres auf  2,25% gesenkt wird,

b) wenn der Zinssatz am Beginn des übernächsten Jahres auf  3% erhöht wird,

c)
wenn der Zinssatz am Beginn des übernächsten Jahres auf 2,25% gesenkt und zwei Jahre später auf  3,5% erhöht wird?

2. DIE GEMISCHTE VERZINSUNG

In diesem Abschnitt wollen wir die von den Geldinstituten in der Praxis angewendete Verzinsungsmethode für Spareinlagen besprechen und dazu erste einfache Berechnungen durchführen.

Dafür benötigen wir vorerst die folgenden Informationen:

· Die kleinste Einheit für die Verzinsung von Spareinlagen ist der Tag. Jeder Monat wird von den Geldinstituten mit 30 Tagen gezählt, wodurch ein Bankjahr 360 Zinstage umfasst.

· Die Zinsen für Spareinlagen, die innerhalb eines Kalenderjahres anfallen, werden ab dem der Einzahlung folgenden Werktag berechnet. Pro Tag bezahlen die Banken 1/360 der Jahreszinsen.

· Bei Behebungen wird der ausbezahlte Betrag bis einschließlich dem der Auszahlung vorangegangenen Kalendertag verzinst.

· Am Jahresende werden die im Lauf des Jahres angefallenen Zinsen zum Kapital hinzuaddiert und ab dem nächsten Jahr mitverzinst.

Diese neuen Informationen wollen wir nun in der folgenden Aufgabe anwenden:

Beispiel 1:

Jemand legt am 17. April 2003 den Betrag von 12 000 € auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch. Welcher Betrag könnte am 5. Mai 2009 behoben werden, wenn während des Verzinsungszeitraums weder Einzahlungen noch Behebungen getätigt worden sind?

Lösung:

Im Jahr 2003 wird das Kapital für 13 + 8 .30 = 253 Tage verzinst (Zeitraum: 18. April -  31. Dezember).

Daher gilt: Z2003 = 12 000 . 0,025 . 253/360 = 210,83 

Die Zinsen werden dem Anfangskapital zugeschlagen und ab 1. Jänner 2004 mitverzinst:

K0 = 12 000 + 210,83 = 12 210,83 €

Für die Jahre 2004 ‑ 2008 verwenden wir die bereits bekannte Zinseszinsformel. Wir erhalten daher für den Kontostand K5 am Ende des Jahres 2008:

K5 = K0 ( (1 + p/100)5 = 12 210,83 ( l,0255 = 13 815,43 €

Im Jahr 2009 wird dieses Kapital für 4 .30 + 4 = 124 Tage verzinst (Zeitraum: 1. Jänner 4. Mai).

Daher gilt: Z2009 = 13 815,43 ( 0,025 ( 124/360 = 118,97 €

Diese Zinsen werden dem Kapital K5 noch zugeschlagen. Als Endkapital E erhalten wir somit:

E = 13 815,43 + 118,97 = 13 934,40 €

Am 5. Mai 2009 kann ein Betrag von 13 934,40 € behoben werden

In diesem Beispiel werden für die Jahre 2003 und 2009 tageweise einfache Zinsen berechnet. Dabei beträgt der Tageszinssatz 1/360%

Somit fallen für t Tage innerhalb eines Kalenderjahres folgende Zinsen an:

Z  =  K ( i ( t/360  =  K ( p/100 ( t/360

Da im Beispiel keine Einzahlungen oder Behebungen erfolgt sind, konnten wir für die dazwischenliegenden Jahre die Zinseszinsformel anwenden.

Diese von den Geldinstituten verwendete Art der Verzinsung bezeichnet man als >>GEMISCHTE VERZINSUNG«.
Mathematisch gesehen bedeutet die gemischte Verzinsung, dass das Kapital zwischen aufeinanderfolgenden 31. Dezembern exponentiell, innerhalb der einzelnen Kalenderjahre jedoch linear wächst:

· Wird ein Kapital K ab Beginn eines Jahres mit p% verzinst, so beträgt der Guthabensstand Kn nach n vollen Jahren  Kn = K . (1 + p/ 1 00)n
· Stellt man den Guthabensstand in Abhängigkeit von der Verzinsungsdauer graphisch dar, so entsprechen diesen Guthabensständen Kn Punkte auf dem Graphen der Exponentialfunktion  K(x) = K . (1 + p/100)x. 

· Die Guthabensstände für beliebige Tage innerhalb der Kalenderjahre erhält man nun, indem man aufeinanderfolgende Punkte Kn und Kn+1 dieses Graphen durch Strecken verbindet.
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Die Konsequenzen, die sich aus diesem Modell der gemischten Verzinsung ergeben, sollen anhand der folgenden Aufgabenstellungen veranschaulicht werden. 

Beispiel 2:

Ein Betrag von 100 000 € wird ein volles Jahr mit 3% verzinst. Wie viel an Zinsen erhält man, für den Zeitraum 

a) 1. Jänner bis 31. Dezember, 

b) 1. April bis 31. März, 

c) 1. Juli bis 30. Juni, 

d) 1. Oktober bis 30. September? 

Lösung: 

a) Nach der Zinseszinsformel erhält man: K1 = 100 000 ( (1 + 0,03) = 103 000 €

In den weiteren Teilaufgaben werden für die Tage innerhalb eines Kalenderjahres wieder einfache Zinsen berechnet, die zu Jahresbeginn zum Kapital hinzuaddiert und in der Folge mitverzinst werden. 

b) K1 = 100 000 ( (1 + 0,03 ( 270/360) ( (1 + 0,03 ( 90/360) = 103 016,88 € 

c) K1 = 100 000 ( (1 + 0,03 ( 180/360) ( (1 + 0,03 ( 180/360) = 103 022,50 € 

d) K1 = 100 000 ( (1 + 0,03 ( 90/360) ( (1 + 0,03 ( 270/360) = 103 016,88 €

Wie dieses Beispiel zeigt, hängt bei Verwendung der gemischten Verzinsung die Höhe der Zinsen ‑ bei gleich langer Verzinsungsdauer ‑ vom genauen Einzahlungsdatum ab:

Den höchsten Zinsenertrag erzielt man bei Einzahlung eines Kapitals zu Jahresmitte, den geringsten bei Einzahlung zu Jahresbeginn. Für alle anderen Einzahlungstermine liegt der Zinsenertrag zwischen diesen beiden Werten.

Beispiel 3:

Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von 100 000 € auf ein mit 3% verzinstes Sparbuch, löst dieses jedoch vierteljährlich auf und legt den Ertrag jeweils auf ein neues Sparbuch. Wie hoch ist der Zinsenertrag in diesem Fall (wenn für anfallende Spesen für die Sparbuchauflösung abgesehen wird)?

Lösung:

K1 = 100 000 ( (1 + 0,03(90/360) ( (1 + 0,03(89/360) ( (1 + 0,03(89/360) ( (1 +  0,03 ( 89/360) 

     =  103 008,35  €

Die Verzinsungsdauer beträgt für die letzten drei Quartale deshalb nur 89 Tage, weil bei der Behebung des jeweiligen Ertrags und der Eröffnung eines neuen Sparbuchs ein Verzinsungstag verloren geht.

Auch in diesem Fall ergibt die gemischte Verzinsung einen Jahreszinssatz, der höher als 3% ist. (In der Praxis müsste man allerdings berücksichtigen, dass die Banken bei Auflösung und Neuanlage von Sparbüchern Spesen verrechnen.)

Beispiel 4:

An welchem Tag muss ein Betrag K eingelegt bzw. wieder behoben werden, wenn er ein volles Kalenderjahr (1. Jänner bis 31. Dezember) verzinst werden soll?

Lösung:

Wir müssen feststellen, dass dieser Fall in der Praxis überhaupt nicht realisierbar ist:

Am 1. Jänner sind die Banken aufgrund des Feiertags geschlossen. Erfolgt die Einzahlung am 2. Jänner, so wird das Kapital erst ab dem 3. Jänner verzinst (Verzinsungsdauer: 358 Tage). Auch wenn der Betrag bereits am 31. Dezember des Vorjahres zur Bank gebracht wird, ist der erste Verzinsungstag erst der 2. Jänner (= der nächste Werktag). In diesem Fall beträgt die Verzinsungsdauer 359 Tage.

Bei der Behebung des Kapitals am Jahresende tritt folgendes Problem auf. Da die Banken am 1. Jänner geschlossen sind, kann der Betrag erst am 2. Jänner behoben werden. In diesem Fall wird er jedoch bis einschließlich 1. Jänner (= vorangegangener Kalendertag) verzinst.

AUFGABEN:

2.1. 
Ein Sparbuch wird am 10. August 2004 mit 10 000 € eröffnet und am 24. Mai 2007 aufgelöst. Welcher Betrag kann an diesem Tag bei einer Verzinsung von 2,5% behoben werden?

2.2. 
Ein Sparbuch wird am 26. Mai 2004 mit 18 000 € eröffnet und am 28. Februar 2006 wieder aufgelöst. Welcher Betrag kann an diesem Tag behoben werden, 

a) wenn der Zinssatz bis zum 31. Dezember 2005 1,75%, danach nur mehr 1,5% beträgt? 

b) wenn der Zinssatz mit 1. Juli 2004 von 1,75% auf 2% erhöht wird?

2.3. 
Ein Betrag von 35 000 € wird ein volles Jahr mit 3,75% verzinst. Wie viel an Zinsen erhält man für den Zeitraum


a) 
1. Jänner bis 31. Dezember,


b) 
1. April bis 31. März,


c) 
1. Juli bis 30. Juni,


d) 
1. Oktober bis 30. September?

2.4. 
Ein Betrag von K Euro wird ein volles Jahr mit p% verzinst, wobei t Zinstage in das erste Kalenderjahr und 360‑t Zinstage in das nächste Jahr fallen. Für welches t erhält man die meisten Zinsen, für welches t die wenigsten?

2.5. 
Ein Anfangskapital von K Euro wird n volle Jahre mit p% verzinst und ergibt dann Kn  Euro. 


a)
Drücke Kn durch K, n und p aus für den Fall, dass die Verzinsungsperiode 



al) mit einem 1. Jänner, 



a2) an einem beliebigen Tag des Kalenderjahres beginnt (d.h. t Zinstage im ersten Jahr, wobei 0 < t < 360)! 


b) 
Berechne Kn für K = 100 000 €, i = 4% und n = 20 Jahre! Vergleiche die Ergebnisse für verschiedene Werte von t! Für welches t ist Kn maximal, für welches t minimal?

2.6. 
Jemand legt zu Jahresbeginn ein Kapital von 100 000 € auf ein mit 3,5% verzinstes Sparbuch, löst dieses jedoch 


a)
vierteljährlich auf, 


b) 
monatlich auf,

 

und legt den Ertrag auf ein neues Sparbuch. Wie hoch ist der jeweilige Kontostand zum Jahresende?

2.7. 
Ein Kapital von 100 000 €  wird zu Beginn eines Jahres zu 4% angelegt. Wie hoch ist der Kontostand am Ende des 6. Jahres, 


a)
wenn der Zinssatz nach 3 Jahren 7 Monaten auf 3,5 % gesenkt wird? 


b) wenn der Zinssatz nach 2 Jahren 4 Monaten auf 3% und 1 Jahr 7 Monate später auf 2,5% gesenkt wird? 


c)
wenn der Zinssatz nach 4 Jahren 2 Monaten auf 4,25% erhöht und ein weiteres Jahr später wieder auf 4% gesenkt wird? 


d) 
wenn der Zinssatz nach 2 Jahren 3 Monaten um 0,5% gesenkt und nach weiteren zwei Jahren nochmals um 0,5% gesenkt wird?

Die Führung eines Kontoblattes

In diesem Abschnitt wollen wir nun auch Einzahlungen und Behebungen während des Verzinsungszeitraums zulassen. Dazu betrachten wir ein sog. »Kontoblatt«, das die Banken üblicherweise zu jedem Sparbuch führen Es beinhaltet sämtliche Kontobewegungen in der folgenden Form:

	Zeile
	Datum
	Abhebung
	Einlage
	Guthaben
	Tage
	Zinsen-Belastung
	Zinsen-Gutschrift
	Zinsen stand

	1
	28.10.04
	---
	15000
	15000
	62
	---
	64,58
	64,58

	2
	1.12.04
	---
	2500
	17500
	29
	---
	5,03
	69,61

	3 
	31.12.04
	---
	69,61 
	17569,61 
	360
	---
	439,24
	439,24

	4
	6.6.05
	1500
	---
	16069,61 
	205
	21,35
	---
	417,89

	5
	30.9 .05
	--- 
	11000 
	27069,61
	90
	---
	68,75
	486,64

	6
	5.12.05
	3000 
	--- 
	24069,61
	26
	5,42
	---
	481,32

	7
	31.12.05
	---
	481,22 
	24550,83 
	360
	---
	613,77
	613,77

	8
	3.3.06
	15000
	---
	9550,83
	298
	310,42
	---
	303,35

	9
	2.6.06
	9550,83
	---
	---
	209
	138,62
	---
	164,73

	10
	
	
	164,73
	164,73
	
	
	
	

	11
	
	164,73
	
	
	
	
	
	


Aufgabe: 

Das abgebildete Kontoblatt zeigt die Kontobewegungen auf einem Sparbuch, das am 28.10.2004 eröffnet, und am 2.6.2006 wieder aufgelöst wird.

Versuche die Kapitalbewegungen nachzuvollziehen ! Wie hoch ist, insbesondere, der Zinssatz? 

Lösung:

Zeile 1:

Das Sparbuch wird am 28. 10. 2004 mit einer Einlage von 15 000 € eröffnet. Bis zum Jahresende (62 Zinstage) wird dieser Betrag tageweise verzinst unabhängig von den weiteren Einzahlungen oder Behebungen.

Zeile 2:

Am 1. 12. 2004 werden 2 500 € eingezahlt und wiederum tageweise bis zum 31. 12. 2004 verzinst.

Zeile 3:

Die während des Jahres 2004 angefallenen Zinsen werden zum Kapital hinzuaddiert und in der Folge mitverzinst.

Zeile 4:

Am 6. 6. 2005 werden 1 500 € vom Sparbuch abgehoben. Von diesem Tag an werden die bis Jahresende anfallenden Zinsen für diesen Betrag als Belastungszinsen ins Kontoblatt eingetragen.

Zeile 5: 

Am 30. 9. 2005 werden 11 000 € eingezahlt und die Zinsen wieder tageweise verrechnet.

Zeile 6:

Wie in Zeile 4 werden für eine Abhebung von 3 000 € am 5. 12. 2005 die Belastungszinsen bis Jahresende berechnet.

Zeile 7:

Wie am Ende des Vorjahres wird der aktuelle Zinsenstand am 31. 12. 2005 dem Kapital hinzuaddiert, um in der Folge wieder mitverzinst zu werden.

Zeile 8:

Am 3. 3. 2006 werden 15 000 € behoben und wiederum die Belastungszinsen verrechnet.

Zeilen 9‑11:

Das Sparbuch wird am 2. 6. 2006 aufgelöst und das Kapitel samt angefallener Zinsen abgehoben. 

Da in Zeile 7 das Kapital bereits für das ganze Jahr 2006 verzinst worden ist (613,77 €), müssen bei der Auszahlung noch die Belastungszinsen vom 2. 6. ‑ 31. 12. 2006 berücksichtigt werden (Zeile 9: 138,62 €). Nach dem Abzug können die für 2006 anfallenden Zinsen (164,73 €) behoben werden.

Heute werden alle diese Berechnungen mit dem Computer durchgeführt. Als dieses Hilfsmittel jedoch noch nicht zur Verfügung stand, musste das Kontoblatt von den Bankbeamten händisch bearbeitet werden.

AUFGABEN:

2.8. 
Ein Sparbuch wird am 5. September 2002 mit 3 500 € eröffnet. Nach einer Einzahlung von 2 000 € am 22. November 2002 und einer Abhebung von 800 € am 11. März 2003 wird es am 23. Mai 2003 wieder aufgelöst.

a) Welcher Endbetrag ergibt sich bei einem Zinssatz von 2,75% ? 

b) Fertige für den Zeitraum 5. September 2002 bis 23. Mai 2003 das zum Sparbuch gehörige Kontoblatt an!

2.9. 
Jemand eröffnet am 29. September 2006 ein Sparbuch mit einer Einlage von 7 000 €  und legt am 9. April 2007 weitere 3 000 € ein. Wie hoch ist der Guthabensstand am Ende des Jahres 2007, wenn der Zinssatz am 31. Dezember 2006 von 2,5% auf 2,25% gesenkt wird?

3. DIE THEORETISCHE VERZINSUNG

Die soeben dargestellte und von den Banken in der Praxis verwendete gemischte Verzinsung hat den Nachteil, dass die Höhe der Zinsen vom Einzahlungsdatum abhängig ist.

Wie im vorigen Kapitel gezeigt, liegt z.B. bei einem Kapital von 100 000 €, das ein volles Jahr lang mit 3% verzinst wird, der Zinsenertrag zwischen 3000 € (bei Einzahlung am 1. Jänner) und 3022,50 € (bei Einzahlung am 1. Juli). Für alle anderen Einzahlungstermine liegt die Höhe der Zinsen zwischen diesen beiden Beträgen.

Außerdem sind Berechnungen unter Anwendung der gemischten Verzinsung mühsam durchzuführen, insbesondere dann, wenn mehrere Einzahlungen und Abhebungen zu berücksichtigen sind.

Eine andere Möglichkeit der Verzinsung wäre dadurch gegeben, die Zinseszinsformel 

Kn = K ( (1 + p/100)n auch für nichtganzzahlige Werte von n ( = Teile eines Jahres) anzuwenden (wobei die Tage weiterhin „bankmäßig“ gezählt werden: jedes Monat mit 30 Tagen, so dass ein Jahr 360 Zinstage hat). 

Das Guthaben Kx  nach n Jahren und t Tagen ist dann gegeben durch:
Kx = K ( (1 + p/100)x            mit x = n + t/360

Diese Art der Zinsenberechnung nennt man »THEORETISCHE VERZINSUNG«. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Höhe der Zinsen hier nur von der Verzinsungsdauer, nicht aber vom genauen Datum der Einzahlung abhängt.

Beispiel 1:

Ein Kapital K0 wird 360 Tage verzinst, wobei t Tage im ersten und 360 ‑ t  Tage im zweiten Jahr liegen. Wie hoch ist das Endkapital K1?

Lösung:

K1 =  K0 . (1 + p/100)t/360 ( (1 + p/100)(360-t)/360  = K0 ( (1 + p/100)t/360+(360-t)/360  = 

     =  K0 ( (1 + p/100)     

Beispiel 2:

Jemand eröffnet am 3. Februar 2005 ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch mit einer Einlage von 4150 €. Am 16. Oktober 2006 löst er dieses jedoch wieder auf, Welcher Betrag kann an diesem Tag behoben werden? Rechne

a) mit der banküblichen gemischten Verzinsung,

b) mit der theoretischen Verzinsung!

Lösung:

a) 
E =  4150 ( (1 + 0,025 ( 327/360) ( (1 + 0,025 ( 285/360) = 4328,24 €


In diesem Fall beziehen wir uns bei der Verzinsung auf die genauen Daten der Einzahlung (3. 2. 2005) und Behebung (16. 10. 2006) des Betrags: 


Im Jahr 2005 sind 27 + 10 ( 30 = 327 Zinstage zu berücksichtigen, im Jahr 2006 sind es 15 + 9 ( 30 = 285

b) 
Nach oben gilt:  Kx = K ( (1 + p/100)x  mit x = n + t/360.


Die Verzinsungsdauer beträgt in unserem Beispiel 612 Tage (= 1 Jahr + 252 Tage).


Somit folgt: x = 1 + 252/360 = 1,7 

Daher: K1,7 = 4150 ( 1,0251,7 = 4327,91 €


Bei dieser Berechnungsart kommt es nur auf den Verzinsungszeitraum, nicht aber auf die genauen Daten der Einzahlung und Behebung des Betrags an.

Da die numerischen Ergebnisse bei gemischter und theoretischer Verzinsung nur geringfügig voneinander abweichen, wird bei Zinsenberechnungen oft näherungsweise mit der theoretischen Verzinsung gearbeitet.

Um den Zusammenhang der beiden Verzinsungsmethoden darzustellen, beziehen wir uns noch einmal auf die graphische Darstellung des vorigen Kapitels. Bei Anwendung der theoretischen Verzinsung wird die Exponentialfunktion  K(x) = K ( (1 + p/1 00)x auch für nichtganzzahlige Werte von x verwendet.
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Wir sehen anhand dieser graphischen Darstellung, dass sich bei gemischter Verzinsung üblicherweise ein höherer Zinsenertrag als bei theoretischer Verzinsung ergibt. Auf den ersten Blick mag der Umstand, dass die Geldinstitute ein für sie ungünstigeres Verzinsungsmodell anwenden, ein wenig verwundern. Doch die Zinsenberechnung mittels gemischter Verzinsung lässt sich historisch begründen: Als den Banken noch keine Computer zur Verfügung standen und die Zinsen händisch berechnet werden mussten, erwies sich die Berechnung tageweise einfacher Zinsen ‑ verbunden mit der Verwendung einer Tabelle von Aufzinsungsfaktoren ‑ als mathematisch doch wesentlich einfachere Variante. Außerdem wirkt sich die Verwendung der gemischten Verzinsung bei der Berechnung von Kreditzinsen ‑ diese sind ja gewöhnlich weit höher als die Zinsen auf Spareinlagen ‑ für die Banken positiv aus.

AUFGABEN:

3.1. 
Jemand eröffnet am 8. November 2004 ein mit 3 % verzinstes Sparbuch mit einer Einlage von 12 000 € und löst dieses am 26. Juni 2006  ‑ ohne eine weitere Kapitalbewegung durchgeführt zu haben ‑ wieder auf. Berechne den Endbetrag, der an diesem Tag behoben werden kann


a)  mittels der banküblichen gemischten Verzinsung, 


b)  näherungsweise unter Anwendung der theoretischen Verzinsung!

3.2. 
Jemand eröffnet am 27. Jänner 2005 ein mit 2,25% verzinstes Sparbuch mit einer Einlage von 5000 € und löst dieses am 28. März 2006 wieder auf. Berechne den Endbetrag, der an diesem Tag behoben werden kann, wenn der Zinssatz mit 1. Jänner 2006 von  2,25% auf 2 % gesenkt wird


a)  mittels der banküblichen gemischten Verzinsung, 


b)  näherungsweise unter Anwendung der theoretischen Verzinsung!

3.3.
Löse sie Aufgaben 2.7., 2.8. und 2.9. mit theoretischer Verzinsung!



4.GLEICHBLEIBENDE REGELMÄßIGE ZAHLUNGEN

Eine Möglichkeit, gezielt zu sparen, besteht darin, regelmäßig einen bestimmten Betrag auf ein Konto einzuzahlen. In der Praxis ist es zum Beispiel häufig der Fall, dass jemand jeden Monat dieselbe Summe von seinem Gehaltskonto abbuchen und auf einem Sparkonto gutschreiben lässt.

Bei der Bearbeitung der folgenden Aufgabenstellungen wollen wir zunächst wieder die bankübliche gemischte Verzinsung verwenden, d.h. die innerhalb eines Kalenderjahres anfallenden Zinsen entsprechen den linearen Anteilen der Jahreszinsen.

4. 1. Gleichbleibende jährliche Zahlungen

Beispiel 1:

Jemand zahlt am Beginn eines jeden Jahres 400 € auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch. Wie gr0ß ist der Guthabensstand am Ende des 5. Jahres?

Lösung:

Wir wollen uns diese Problernstellung zuerst allgemein überlegen:

Dabei seien: 
R 
die jährliche Zahlungsrate



p% 
der Zinssatz



K1, K2, .., Kn 
das Kapital am Ende des ersten, zweiten, ..., n‑ten Jahres

Der Kontostand K1 am Ende des ersten Jahres beträgt:

K1 = R ( (1 + p/100)

Der Kontostand K2 am Ende des zweiten Jahres beträgt:

K2
= (K1 + R) ( (1 + p/1 00) = 


= K1 ( (1 + p/100) + R ( (1 + p/1 00) = 

    
= R ( (1 + p/ 100)2 + R ( (1 + p/100) =  


=  R ( [(1 + p/100)2 + (1 + p/100)]
Für den Kontostand K3 am Ende des dritten Jahres gilt,

K3 
=  (K2+ R) ( (1 + p/100) = 


=  K2 ( (1 + p/100) + R( (1 + p/100) =

     
=  R ( [(l + p/100)3 + (1 p/100)2] + R ( (1 + p/100) =​

     
=  R ( [(1 + p/100)3+ (1 + p/100)2 + (1 + p/100)]
Somit beträgt der Kontostand Kn am Ende des n‑ten Jahres:

Kn = R ( [(1 + p/1 00)n + (1 + p/1 00)n‑1 + ...+ (1 + /100)2 + (1 + p/100)] =


= R ( (1 + p/100) . [(1 + p/100)n‑1 + (1 + p/100)n‑2+ .......+ (1 + p/100) + 1]

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir:

Kn = R ( (1 + p/100) ( 
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Um unser konkretes Beispiel zu lösen, setzen wir die gegebenen numerischen Werte in die Formel ein. Dabei erhalten wir:

K5 = 4 00 ( 1,025 ( 
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AUFGABE:

4.1. 
Wie groß ist der Kontostand Kn am Ende des n‑ten Jahres, wenn die Einzahlungen regelmäßig am Ende eines jeden Jahres erfolgen? Entwickle ‑ analog zur obigen Vorgangsweise ‑ eine Formel zur Berechnung von Kn!

Abschließend wollen wir uns noch mit dem Fall beschäftigen, dass regelmäßig zu Jahresmitte eine bestimmte Summe auf ein Konto eingezahlt wird. Allgemein formuliert lautet die Problemstellung dann so:

Beispiel 2:

Jemand zahlt zu Jahresmitte n Jahre lang einen Betrag R auf ein mit p% verzinstes Sparbuch. Über welchen Betrag kann am Ende des n‑ten Jahres verfügt werden?

Lösung:

Für den Kontostand K, am Ende des ersten Jahres gilt:

K1 = R ( (1 + p/100 ( 0,5)

Der Kontostand K2 am Ende des zweiten Jahres beträgt:

K2 =K1 ( (1 + p/100) + R ( (1 + p/100 ( 0,5) = R ( (1 + p/100 ( 0,5) ( [(1 + p/100) + 1]

Analog gilt für den Kontostand K3 am Ende des dritten Jahres:

K3 = K2 ( (1 + p/100) + R ( (1 + p/100 (0,5) =


= R ( (1 + p/100 (0,5) ( [(1 + p/100)2 + (1 + p/100) + 1]
Somit ergibt sich für den Kontostand Kn am Ende des n‑ten Jahres:

Kn = R ( (1 + p/100 ( 0,5) ( [(1 + p/100)n‑1 + (1 + p/100)n‑2 + ..... + (1 + p/100) + 1]

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir in diesem Fall:

Kn = R ( (1 + p/100 ( 0,5) ( 
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AUFGABEN:

4.2. 
Jemand zahlt jedes Jahr 2500 € 


a)
zu Jahresbeginn, 


b)
zu Jahresmitte, 


c)
zu Jahresende auf ein mit 3% verzinstes Sparbuch ein. 


Welcher Betrag kam am Ende des 10. Jahres jeweils behoben werden?

4.3. 
Jemand zahlt jedes Jahr einen Betrag R 


a)
zu Jahresbeginn, 


b)
zu Jahresmitte, 


c)
zu Jahresende auf ein mit p% verzinstes Sparbuch ein. 


Der Guthabensstand am Ende des n‑ten Jahres betrage Kn 


(1)
Drücke jeweils Kn durch R, p und n aus!


(2)
Drücke jeweils R durch Kn, p und n aus! 


(3)
Drücke jeweils n durch R, Kn und p aus!

4.4. 
Jemand eröffnet zu Jahresbeginn ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch und legt jeweils am Anfang des Jahres 2 400 € ein. 


a)
Wie groß ist der Guthabensstand am Ende des 8. Jahres? 


b)
Wie groß müsste eine einmalige Einzahlung zum Zeitpunkt der Sparbucheröffnung sein damit am Ende des 8. Jahres der in a) errechnete Kontostand erreicht wird?


c) Am Ende des wievielten Jahres erreicht der Guthabensstand erstmals mindestens 


50 000 €?

4.5. Jemand zahlt zu Beginn jedes Jahres 1000 € auf ein Sparbuch, das mit 4% verzinst wird. 


a)
Wie groß ist der Guthabensstand am Ende des 10. Jahres? 


b)
Am Ende des wievielten Jahres erreicht der Guthabensstand erstmals mindestens 



10 000 €? 


c)
Welcher Betrag müsste jährlich zu Jahresbeginn eingezahlt werden, um am Ende des 10. Jahres einen Guthabensstand von 30 000 € zu erreichen?

4.6. 
Welchen Betrag muss man jährlich 


a)
zu Jahresbeginn, 


b)
zu Jahresmitte, 


c)
zu Jahresende auf ein mit 2,75% verzinstes Sparbuch legen, um am Ende des 10. Jahres 20 000 € beheben zu können?

4.7. 
Jemand legt zum Aufbau einer späteren Zusatzpension langfristig zu Beginn jedes Jahres 2 000 € auf ein Sparbuch, das mit 4% verzinst wird. 


a) 
Auf welchen Betrag ist das verzinste Kapital am Ende des 30. Jahres angewachsen? 


b) 
Am Ende des wievielten Jahres wird erstmals ein Guthabensstand von mindestens 



70 000 € erreicht? 


c) 
Wie groß müsste die jährliche Zahlung sein, damit das Guthaben am Ende des 30. Jahres 150 000 € beträgt? 


d) 
Bestimme näherungsweise den Jahreszinssatz, bei dem jährliche Einzahlungen von 1500 € am Ende des 30. Jahres auf 100 000 € anwachsen!

4.2. Gleichbleibende vierteljährliche Zahlungen

Beispiel:

Jemand zahlt ab Jahresanfang zu Beginn eines jeden Vierteljahres 450 € auf ein mit 3% verzinstes Sparbuch. Wie hoch ist der Guthabensstand am Ende des 5. Jahres?

Lösung:

Wir wollen zu dieser Problemstellung zunächst wieder eine allgemeine Formel entwickeln:

Dabei seien:  
R  ........................
die vierteljährliche Zahlungsrate


p%  .....................
der Zinssatz

                      
K1, K2, .., Kn  ......
das Kapital am Ende des ersten, zweiten, ...., n‑ten Jahres

Der Kontostand K1 am Ende des ersten Jahres wird folgendermaßen berechnet:

Die erste Rate (am 1. Jänner eingezahlt) wird ein volles Jahr verzinst, 

die zweite Rate (am 1. April eingezahlt) ein Dreivierteljahr, 

die dritte Rate (am 1. Juli eingezahlt) ein halbes Jahr und 

die vierte Rate (am 1. September eingezahlt) ein Vierteljahr.

Somit gilt:

K1 =
 R ((1 + p/1 00 ( 4/4) + R ((1 + p/1 00 ( 3/4) + R ((1 + p/1 00 ( 2/4) + R ((1 + p/100 ( 1/4) =


= R ( [4 + p/100 ( (4/4 + 3/4 + 2/4 + 1/4)] =


= R ( (4 + p/100( 2,5)
Für das Guthaben K2 am Ende des zweiten Jahres gilt:

K2 = K1 ( (1 + p/100) + K1 =


=  K1 . [(1 + p/100) + 1] =


=  R ( (4 + p/100 (2,5) ( [(1 + p/100) + 1]
In analoger Weise erhalten wir für den Kontostand K3 am Ende des dritten Jahres:

K3 = R ( (4 + p/100 ( 2,5) ( [(1 + p/100)2 + (1 + p/100) + 1]

Damit beträgt das Guthaben Kn am Ende des n‑ten Jahres:

Kn = R ( (4 + p/100 (2,5) ( [(1 + p/100)n‑1 + (1 + p/100)n‑2 + ….. + (1 + p/100) + 1 ]

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir:

Kn = R ( (4 + p/100 ( 2,5) ( 
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Wir lösen unser konkretes Beispiel, indem wir in die soeben entwickelte Formel einsetzen:

K5 = 450 ( (4 + 0,03 ( 2,5) (
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AUFGABEN:

4.8. 
Wie groß ist der Kontostand Kn am Ende des n‑ten Jahres, wenn die Einzahlungen regelmäßig am Ende eines jeden Vierteljahres erfolgen. Entwickle ‑ analog zur obigen Vorgangsweise ‑ eine Formel zur Berechnung von Kn!

4.9. 
Jemand zahlt ab Jahresanfang regelmäßig 


a)
am Beginn eines jeden Vierteljahres, 


b)
am Ende eines jeden Vierteljahres 


300 € auf ein mit 3,5% verzinstes Sparbuch ein. Welcher Betrag kann am Ende des 3. Jahres jeweils behoben werden?

4. 10. 
Jemand zahlt ab Jahresanfang regelmäßig einen Betrag R 


a)
am Beginn eines jeden Vierteljahres, 


b)
am Ende eines jeden Vierteljahres auf ein mit p% verzinstes Sparbuch ein. 


Der Guthabensstand am Ende des n‑ten Jahres betrage Kn 


(1)  Drücke jeweils R durch Kn, p und n aus! 


(2)  Drücke jeweils n durch R, Kn und p aus!

4.11. 
Jemand eröffnet zu Jahresbeginn ein mit 4% verzinstes Sparbuch und legt jeweils am Anfang eines jeden Vierteljahres 600 € ein. 


a)
Wie groß ist der Guthabensstand am Ende des 5. Jahres? 


b)
Wie groß müsste eine einmalige Einzahlung zum Zeitpunkt der Sparbucheröffnung sein, damit am Ende des 5. Jahres der in a) errechnete Kontostand erreicht wird? 


c)
Am Ende des wievielten Jahres erreicht der Guthabensstand erstmals mindestens 



30 000 €? 

4 12. 
Welchen Betrag muss man ab Jahresanfang regelmäßig 


a)
am Beginn eines jeden Vierteljahres, 


b)
am Ende eines jeden Vierteljahres auf ein mit 3,75% verzinstes Sparbuch legen, um am Ende des 10. Jahres 35 000 € beheben zu können?

4.3. Gleichbleibende monatliche Zahlungen

Zunächst wollen wir uns mit dem Spezialfall dass die monatlichen Zahlungen n volle Kalenderjahre geleistet werden, auseinandersetzen.

Beispiel:

Jemand zahlt ab Jahresbeginn jeden Monatsersten 120 € auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch. Über welchen Betrag kann am Ende des 3.Jahres verfügt werden?

Lösung:

Vorerst wollen wir wieder allgemein an das Problem herangehen.

Dabei seien: 
R 
die monatliche Zahlungsrate



p%
der Zinssatz


K1, K2, .., Kn....
das Kapital am Ende des ersten, zweiten, ...,
, n‑ten Jahres

In diesem Fall gilt für das Guthaben K1 am Ende des ersten Jahres:

Da die erste Rate (am 1. Jänner eingezahlt) für 12 Monate, die zweite (am 1. Februar eingezahlt) für 11 Monate usw. verzinst wird, folgt:

   K1 
= R ( (1 + p/100 ( 12/12) + R ( (1 + p/1 00 ( 11/12) + …. + R ( (1 + p/1 00 ( 1/12) =


= R ( [12 + p/100 ( (12/12 + 11/12 + 10/12 + …….. + 1/12)] =


= R ( (12 + p/100 ( 6,5)
Für das Guthaben K2 am Ende des zweiten Jahres gilt:

   K2 
= K1 ( (1 + p/100) + K1 =


= K1  ( [1 + p/100) + 1] =


= R ( (12 + p/100 ( 6,5) ( [(1 + p/100) + 1]
In analoger Weise erhalten wir für den Kontostand K3 am Ende des dritten Jahres:

K3 = R ( (12 + p/100 ( 6,5) ( [(1 + p/100)² + (1 + p/100) + 1]

Damit beträgt das Guthaben Kn am Ende des n‑ten Jahres:

Kn = R ( (12 + p/100 ( 6,5) ( [(1 + p/100)n‑1 + (1 + p/100)n‑2  + (1 +p/100) + 1]

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir dieses Mal:

Kn = R ( (12 + p/100 ( 6,5) ( 
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Um unser konkretes Beispiel zu lösen, setzen wir die gegebenen numerischen Werte in die ermittelte Formel ein und erhalten:

K3 = 120 ( (12 + 0,025 ( 6,5) ( 
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AUFGABEN:

4.13.
Wie groß ist der Kontostand Kn am Ende des n‑ten Jahres, wenn die Einzahlungen regelmäßig am Ende eines jeden Monats erfolgen. Entwickle ‑ analog zur obigen Vorgangsweise ‑ eine Formel zur Berechnung von Kn !

4.14. 
Jemand zahlt ab Jahresbeginn regelmäßig 350 € 

a) am Anfang jeden Monats, 

b) am Ende jeden Monats auf ein mit 3,5% verzinstes Sparbuch ein. Welcher Betrag kann am Ende des 5. Jahres jeweils behoben werden?

4.15. 
Jemand zahlt ab Jahresbeginn regelmäßig einen Betrag R 

a) am Anfang jeden Monats, 

b) am Ende jeden Monats auf ein mit p% verzinstes Sparbuch ein. Der Guthabensstand am Ende des n‑ten Jahres betrage Kn. 

(1) Drücke jeweils R durch Kn, p und n aus! 

(2) Drücke jeweils n durch R, Kn und p aus!

4.16. 
Jemand eröffnet zu Jahresbeginn ein mit 3% verzinstes Sparbuch und legt jeweils am Anfang eines jeden Monats 100 € ein. 

a) Wie groß ist der Guthabensstand am Ende des 8. Jahres? 

b) Wie groß müsste eine einmalige Einzahlung zum Zeitpunkt der Sparbucheröffnung sein, damit am Ende des 8. Jahres der in a) errechnete Kontostand erreicht wird? 

c) Am Ende des wievielten Jahres erreicht der Guthabensstand erstmals mindestens 25 000 €?

4.17. 
Welchen Betrag muss man monatlich 

a) am Beginn jeden Monats, 

b) am Ende jeden Monats auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch legen, um am Ende des 3. Jahres 5000 € beheben zu können?

4.18. 
Jemand zahlt ab Jahresbeginn 

a) zu Beginn jedes Vierteljahres 300 €, 

b) am Ende jedes Vierteljahres 300 €, 

c) am Beginn jeden Monats 100 €, 

d) am Ende jeden Monats 100 €

auf ein mit 4% verzinstes Sparbuch. 

Wie groß ist jeweils der Guthabensstand am Ende des 6. Jahres?

4.19. 
Jemand eröffnet zu Jahresbeginn ein Sparbuch, dessen Einlagen mit 2,75% verzinst werden. Wie groß ist das Sparguthaben am Ende des 10. Jahres, wenn  

a) zu Beginn jedes Jahres 2400 €, 

b) am Ende jedes Jahres 2400 €, 

c) am Beginn jeden Monats 200 €, 

d) am Ende jeden Monats 200 € eingelegt werden? 

e) Wie groß müsste eine einmalige Einlage zum Zeitpunkt der Sparbucheröffnung sein, damit am Ende des 10. Jahres der in a) errechnete Guthabensstand erreicht wird?

4.20. Welchen Betrag muss man ab Jahresbeginn 

a) am Anfang eines jeden Monats, 

b) am Anfang eines jeden Vierteljahres einzahlen, um bei einer Verzinsung von 4% am Ende des 6. Jahres über 20 000 € verfügen zu können?

In den bisher behandelten Problemstellungen. dieses Abschnitts sind wir immer davon ausgegangen, dass die erste Zahlung jeweils zu Jahresanfang geleistet wird. Beginnt der Sparer jedoch mit seiner ersten Einzahlung an einem beliebigen Monatsersten, so wird ‑ arbeitet man weiterhin mit der gemischten Verzinsung ‑ die Rechenarbeit schon ziemlich aufwendig.

Für diesen Fall liefert uns jedoch das aus mathematischer Sicht einfachere Modell der theoretischen Verzinsung wieder brauchbare Näherungswerte.

Näherungsweise Berechnungen mit Hilfe der theoretischen Verzinsung

Einleitend wollen wir die soeben mittels gemischter Verzinsung gelöste Aufgabe näherungsweise unter Verwendung der theoretischen Verzinsung bearbeiten,

Werden ab Jahresbeginn jeden Monatsersten 120 € auf ein mit 2,5% verzinstes Sparbuch gelegt, so beträgt das Guthaben K1 am Ende des ersten Jahres:

K1 = 120 ( (1,02512/12 + 1,02511/12 + ..... + 1,0251/12 ) = 1459,43 €

Für das Kapital K3 am Ende des dritten Jahres folgt.

K3 
= K1 ( (1,0252 + 1,025 +1) =


= 120 ( (1,02512/12 + 1,02511/12 + ..... + 1,0251/12 ) ( (1,0252 + 1,025 +1) =​


= 120 ( (1,02536/12 + 1,02535/12 +  ..... + 1, 251/12 ) 

Wir können wiederum die Summenformel für geometrische Reihen anwenden, Dabei folgt:

K3 = 1200 ( 1,0251/12 (
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Das mittels theoretischer Verzinsung berechnete Ergebnis stellt wiederum eine sehr gute Näherung (Differenz: 23 Cent) dar.

Außerdem zeigt das Beispiel, dass bei Anwendung dieses Verzinsungsmodells einfach zum äquivalenten Monatszinssatz übergegangen werden kann.

Als äquivalente Zinssätze bezeichnet man zwei zu verschiedenen Zinsperioden gehörende Zinssätze, die bei insgesamt gleicher Laufzeit denselben Zinsenertrag liefern.

In diesem Zusammenhang werden folgende Bezeichnungen verwendet:

p%  p.a.  («pro anno«): 
jährliche Verzinsung 

p%  p.s. («pro semester«):  
halbjährliche Verzinsung 

p%  p.q.  («pro quartal«):  
vierteljährliche Verzinsung 

p%  p.m.  («pro mense«): 
monatliche Verzinsung

Beispielsweise wird der zum Jahreszinssatz p% äquivalente monatliche Zinssatz m% folgendermaßen bestimmt

Es gilt:  
1 + p/100
=  (1 + m/100)12
              (
1 + m/100 
=  (1 + p/100)1/12
              (
           m 
=  100 ([(1+p/100)1/12 - 1]

So entspricht dem Jahreszinssatz 5% der äquivalente monatliche Zinssatz

m = 100 ( (1,051/12 ‑ 1)  (  0,41 %.

Löst man die Aufgaben dieses Kapitels näherungsweise mit Hilfe der theoretischen Verzinsung ‑ und unter Verwendung von äquivalenten Monatszinssätzen ‑ so ergeben sich dadurch folgende Vereinfachungen:

· Die erste Einzahlung kann an einem beliebigen Monatsersten erfolgen.

· Die Verzinsungsdauer kann n beliebige Monate lang sein.

Allgemein formuliert lautet unsere modifizierte Problemstellung nun so:

Jemand zahlt am Beginn eines jeden Monats einen Betrag R auf ein mit p% p. a. verzinstes Sparbuch. Über welchen Betrag kann nach n Monaten verfügt werden?

Lösung:

Unter Verwendung des äquivalenten Monatszinssatzes m% d.h. 1 + m/l00 = (1 + p/1 00)1/12 gilt für das Kapital K1 am Ende des ersten Monats:

K1 = R ( (1 + m/100)

Das Guthaben K2 am Ende des zweiten Monats beträgt:

K2 
=  (K1 + R) ( (1 + m/100) =


=  K1 ((1 + m/100) + R ( (1 + m/100)  =  


=  R ( (1 +m/100)2 + R ( (1 + m/100)


=  R ( [(1 + m/100)2 + (1 + m/100)]

Analog gilt:

K3 
=  (K2 + R) ( (1 + m/100) = 


=  K2 ( (1 + m/100) + R( (1 + m/100) = 

  
=  R ( [( 1 + m/100)3 + (1 m/100)2] + R ((1 + m/100) =


=  R ( [(1 + m/100)3 + (1 + m/100)2 +(1 + m/100)]

Somit folgt für das Guthaben Kn am Ende des n‑ten Monats:

Kn 
=  R ( [(1 + m/100)n + (1 + m/100)n‑1 + ...... + (1 + m/100)] 

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir:

Kn = R ( (1 + m/100) ( 
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m% ... äquivalenter Monatszinssatz


n = Anzahl der Monate


R = Monatsrate (vorschüssig)


Kn = Guthaben am Ende des n-ten Monats

AUFGABEN:

4.21. 
Wie groß ist der Kontostand Kn am Ende des n‑ten Vierteljahres, wenn jemand am Beginn eines jeden Vierteljahres einen Betrag R auf ein mit p% p.a. verzinstes Sparbuch legt?


Stelle zunächst eine Formel auf, mit der der Zinssatz von p% p.a. in den äquivalenten Zinssatz q% p.q. umgerechnet werden kann und entwickle anschließend ‑ analog zur obigen Vorgangsweise ‑ eine Formel zur Berechnung von Kn!

4.22. 
Löse die Aufgabenstellungen  a)  4.9.,    b) 4.12. und    c) 4.14.     näherungsweise unter Verwendung der theoretischen Verzinsung!

5. Die Berücksichtigung der Kapitalertragsteuer (KESt.)

Zum Leidwesen aller Sparerinnen und Sparer muss ein Teil des Sparzinsenertrags von der Bank als Kapitalertragsteuer (kurz: «KESt.«) an das Finanzamt abgeliefert werden. Diese beträgt seit 1. Juli 1996  25%, d.h. 25% aller gutgeschriebenen Sparzinsen gehen an den Staat und, nur 75% werden effektiv der Sparerin gutgeschrieben.

Die Auswirkungen dieses KESt.‑Abzugs sollen anhand der folgenden Beispiele untersucht werden.

Beispiel 1:

Ein Geldbetrag von 100 000 €  wird für 20 volle Kalenderjahre zu 5% p.a. angelegt, Welcher Guthabensstand wird erreicht, 

a) wenn dabei keine KESt. abgezogen wird, 

b) 
unter Berücksichtigung der 25 %igen KESt.?

Lösung:

a) 
Nach der Zinseszinsformel erreicht der Betrag von 100 000 € nach 20 Jahren folgenden Wert:

K20 = K ( (1 + p/100)20 = 100 000 ( 1,0520 = 265 329,77 €

b) 
Da dem Sparer nur 75% des Zinsenertrags tatsächlich gutgeschrieben werden, erhält er nur den Jahreszinssatz 0,75 ( 5% = 3,75%. Nach 20 Jahren ergibt sich daher


K20* =  K( (1 + p/100 ( 0,75)20 = 100 000 ( 1,037520 = 208 815,20 €


Ohne KESt.‑ Abzug hätte der Sparer in diesem Fall einen um 56 514,57 € höheren Ertrag erzielt.

Beispiel 2:

Jemand zahlt ab Jahresbeginn jeden Monatsersten 120 € auf ein mit 2,5% p. a. verzinstes Sparbuch. Über welchen Betrag kann am Ende des 3. Jahres verfügt werden, 

a) wenn dabei keine KESt. abgezogen wird, 

b) 
unter Berücksichtigung der 25 %igen KESt?

Lösung:

Teil a) wurde im letzten Abschnitt bereits folgendermaßen gelöst:

K3 = 120 ( (12 + 0,025( 6,5)
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 = 4488,87 €

b) 
Unter Berücksichtigung des 25%igen KESt.‑Abzugs beträgt der Jahreszinssatz nur 


0,75 ( 2,5% = 1,875%. Daraus folgt:


K3* = 120( (12 + 0,01875( 6,5) 
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AUFGABEN:

5. 1. 
Ein Geldbetrag von 100 000 € wird für 


a)
ein volles Kalenderjahr, 


b) 
zehn volle Kalenderjahre, 


c)
zwanzig volle Kalenderjahre auf ein mit 3% p.a. verzinstes Sparbuch angelegt. 


Welcher Guthabensstand wird dabei jeweils erreicht, 


(1) wenn keine KESt. abgezogen würde, 


(2) unter Berücksichtigung der 25%igen KESt.?

5.2.
 Erstelle eine Tabelle mit den Jahreszinssätzen 1%, 1,5%, 2%, 3%, 4%, 5%, 6% 7% und gib jeweils an, 


a)
welchen Jahreszinssatz der Sparer nach Abzug der 25%igen KESt. effektiv erhält, 


b)
wie groß die Bruttoverzinsung sein müsste, damit dem Sparer nach Abzug von 25% KESt. dieser Jahreszinssatz effektiv bleibt, 


c)
nach wie vielen Jahren sich das angelegte Kapital bei diesem Jahreszinssatz unter Berücksichtigung des KESt.‑Abzugs verdoppelt! 


d) 
Erstelle eine Faustformel zur Berechnung der Verdoppelungszeit bei 25/igem KESt. Abzug analog zur Formel in Aufgabe 1.6. c))!

5.3. 
Löse die Aufgabenstellungen 


a) 1. 1.,    b) 2. 1.,    c) 2.5.,    d) 2.9.,   e) 4.2.,    f) 4.4.,    g) 4.9.,    h) 4.11.,    i) 4.14. und   j) 4.16.  unter Berücksichtigung des 25%igen KESt.-Abzugs!

6. RENTENRECHNUNGEN

Beispiel 1:

Jemand legt eine Erbschaft von 50 000 € zu Beginn eines Jahres auf ein Sparbuch zu 4% p.a. und möchte jeweils zu Beginn der folgenden fünf Jahre einen gleich hohen Betrag R beheben. Bestimme R!

Lösung:


1
2
3
4
5


50000
R
R
R
R
R

1. Lösungsmöglichkeit:

Unmittelbar nach der ersten Auszahlung lautet der Kontostand K1
K1 = 50 000( 1,04 ‑ R

Nach der zweiten Auszahlung gilt:

K2 = K1 ( 1,04 ‑ R = (50 000( 1,04 ‑ R) ( 1,04 ‑ R = 50 000 (1,042 ‑ R( 1,04 ‑ R

Analog folgt:

K3 = 50 000( 1,043 ‑ R( 1,042 ‑ R( 1,04 ‑ R

K4 = 50 000(1,044 ‑ R( 1,043 ‑ R( 1,042 ‑ R( 1,04 ‑ R

Mit der fünften (= letzten) Auszahlung wird das Konto aufgelöst. Daher muss gelten:

K5 = 50 000(1,045 ‑ R( 1,044 ‑ R( 1,043 ‑ R( 1,042 ‑ R( 1,04 ‑ R = 0

Löst man diese Gleichung nach R auf, so folgt:

R = 50 000( 1,045 
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2. Lösungsmöglichkeit:

Man kann auch auf folgende Weise argumentieren​

Das Kapital K in der Höhe von 50 000 € wird der Bank übergeben und wächst in fünf

Jahren auf  50 000 . 1,045 an. Als Gegenleistung an den Einzahler erbringt die Bank

fünfmal jeweils zu Jahresanfang ‑ beginnend ein Jahr nach der Einzahlung ‑ gleich hohe

Zahlungen R, die bezogen auf den Zeitpunkt der letzten Auszahlung die Werte R ( 1,044,

R ( 1,043 , R ( 1,042, R ( 1,04 und R haben.

Geht man vom sogenannten Äquivalenzprinzip aus, demzufolge ‑ bezogen auf denselben Zeitpunkt fünf Jahre nach der Einzahlung ‑ Leistung gleich Gegenleistung sein soll, so ergibt sich

50 000 ( 1,045 = R ( 1,044 + R ( 1,043 + R (1,042 + R ( 1,04 + R

Als Ergebnis haben wir somit wieder die obige Gleichung erhalten.

Beispiel 2:

Welchen Betrag R könnte man in Beispiel 1 ab Beginn des folgenden Jahres fünf Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn beheben? Rechne 

a) mit der banküblichen gemischten Verzinsung, 

b) mit der theoretischen Verzinsung!

Lösung:

Wir wenden wieder das Äquivalenzprinzip an und beziehen uns auf den Zeitpunkt 6 Jahre

nach Einzahlung der 50 000 €.


  1
 2
 3
 4
5
6

 

50000






a) Bei Anwendung der gemischten Verzinsung erhält man:

50 000 ( 1,046 = R ( (12 + 0,04 ( 6,5) 
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  (     R = 
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=  952,74 €

b) Berechnet man R näherungsweise mittels theoretischer Verzinsung, dann gilt:

50 000 ( 1,046 = R ( 1,041/12
[image: image17.wmf]1

04

,

1

1

04

,

1

12

/

1

5

-

-

×


Löst man diese Gleichung nach R auf, so folgt​

R = 
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  =  952,86 €

Bemerkung:

Man beachte. Bei Anwendung der theoretischen Verzinsung erhält man immer dieselbe Formel für R, unabhängig davon auf welchen Zeitpunkt das Äquivalenzprinzip angewendet wird.

Bei der gemischten Verzinsung ist das aufgrund der unterjährigen Linerarisierung nicht der Fall. Bezieht man sich etwa in Beispiel 2 auf den Zeitpunkt der Auszahlung der letzten Rate, d.h. 5 Jahre und 11 Monate nach Einzahlung der 50 000 €, so erhält man folgende Formel, die nicht identisch mit der Formel im. Lösungsweg a) übereinstimmt:

50 000 ( 1,045 ( (1 + 0,04 (
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In diesem Fall erhält man R =  952,75 €.

Man sieht, dass die numerischen Werte nur geringfügig voneinander abweichen, die aufgestellte Formel jedoch schon sehr komplex ist. Für die Durchführung von derartigen Berechnungen empfiehlt es sich daher, näherungsweise mit der theoretischen Verzinsung zu arbeiten.

Wir wollen diese Fragestellung jetzt allgemeiner betrachten:

Angenommen, jemand legt einmalig einen Betrag von K Euro an. 

Wie hoch ist die monatliche Rente R, die n Jahre lang aus diesem Guthaben bezogen werden kann, wenn die Auszahlung der Rente j Jahre nach der Einzahlung beginnt, und eine gleichbleibende Verzinsung mit p% p.a. angenommen wird?  

Analog zu Beispiel 2 erhalten wir mittels theoretischer Verzinsung: 

K ( (1 + p/100)j+n =  R ( (1 + p/100)1/12 (
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Umformen ergibt:   

R = K ( (1 + p/100)j (
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Beispiel 3:

Ein 35jähriger Angestellter möchte durch monatliche gleichbleibende Einzahlungen in der Höhe von 200 € bis zu seiner Pensionierung in 30 Jahren einen Betrag ansparen, der ihm ab dann 20 Jahre lang als monatliche Zusatzpension ausbezahlt wird. 

Nimm an, dass die monatlichen Zahlungen ab Jahresbeginn 30 Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn erfolgen, und dass die Zusatzpension jeweils zu Monatsanfang, beginnend einen Monat nach Zahlung der letzten Rate, ausbezahlt wird.

Berechne die Höhe der zu erwartenden Zusatzpension, wenn während der gesamten Verzinsungsperiode eine gleichbleibende Verzinsung von 4%  angenommen wird

a) mit der banküblichen gemischten Verzinsung, 

b) mit der theoretischen Verzinsung!

Lösung:

Wir wenden das Äquivalenzprinzip auf den Zeitpunkt 50 Jahre nach der ersten Einzahlung an.

a) Unter Verwendung der gemischten Verzinsung erhalten wir folgende Gleichung:
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Daraus folgt:      
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  =   825,37 €

b) Die theoretische Verzinsung liefert folgende Gleichung:
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Daraus folgt:   
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  =   825,37 €

In diesem Fall führen gemischte und theoretische Verzinsung also auf dieselbe Formel für R.

Analog zu Beispiel 3 überlegt man allgemein:

Wird  j  Jahre lang monatlich ein Betrag von K Euro eingezahlt, so kann man bei einer gleichbleibenden Verzinsung mit p% p.a. aus diesem Guthaben n Jahre lang, beginnend einen Monat nach der letzten Einzahlung, eine monatliche Rente der Höhe R mit 

R = K ( [(1 + p/100)j – 1] (
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 beziehen.

AUFGABEN:

6.1. 
Jemand legt einen Lottogewinn von 100 000 € zu Beginn eines Jahres auf ein mit 3% verzinstes Sparbuch und möchte ab Beginn des nächsten Jahres


a) 
jeweils zu Jahresbeginn,


b) 
jeweils zu Monatsbeginn 



zehn Jahre lang einen gleich hohen Betrag R beheben. Bestimme R!

6.2. 
Eine 45jährige Angestellte verfügt über Ersparnisse von 50 000 €, die sie für eine spätere Zusatzpension anlegen will. Sie legt die 50 000 € zu Jahresbeginn an, und möchte zwanzig Jahre später ab Jahresbeginn zu Beginn jeden Monats einen gleich großen Betrag R beheben können.


a)
Wie groß ist R, wenn die Zusatzpension 



al) 10 Jahre lang, 



a2) 20 Jahre lang, 



a3) 25 Jahre lang ausbezahlt wird (und für die gesamte Verzinsungsperiode ein gleichbleibender Zinssatz von 4% angenommen wird)? 


b) 
Wie viele Jahre lang könnte sie monatlich 1000 € beheben, wenn ihr Kapital während der gesamten Verzinsungsperiode b1) mit 3%, b2) mit 4%, b3) mit 5%, b4) mit 6% verzinst wird ?

6.3. 
Zwei Schwestern sind beim Tod ihrer Großmutter 36 bzw. 44 Jahre alt und erben jeweils 40 000 €. Beide wollen das Geld für eine spätere Zusatzpension anlegen, die ihnen ab dem 65. Lebensjahr 20 Jahre lang monatlich ausbezahlt werden soll.


Nimm an, dass die Einzahlung zu Jahresbeginn erfolgt, und dass die Zusatzpension jeweils zu Monatsanfang, beginnend 29 Jahre bzw. 21 Jahre nach der Einzahlung der  


40 000 €, ausgezahlt wird.


a) 
Berechne für beide Schwestern die Höhe der zu erwartenden monatlichen Zusatzpension, wenn eine gleichbleibende Verzinsung von 5% angenommen wird!

 
b) 
Um wie viel müsste die ältere Schwester mehr einzahlen, um eine gleich hohe monatliche Zusatzpension wie die jüngere Schwester zu erreichen?

6.4. 
Ein 40jähriger Angestellter möchte durch monatliche gleichbleibende Einzahlungen von 150 € bis zu seiner Pensionierung in 25 Jahren einen Betrag ansparen, der ihm ab dann als Zusatzpension 20 Jahre ausbezahlt wird. Nimm an, dass die monatlichen Einzahlungen ab Jahresbeginn 25 Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn erfolgen, und dass die Zusatzpension jeweils zu Monatsanfang, beginnend einen Monat nach Zahlung der letzten Raten, ausbezahlt wird. 


a)
Berechne die Höhe der zu erwartenden Zusatzpension, wenn eine gleichbleibende Verzinsung von   a1) 3%, a2) 4%, a3) 5%,  a4) 6%, a5) 7% angenommen wird! 


b) 
Wie hoch ist die monatliche Zusatzpension, wenn der Angestellte bereits mit 60 Jahren in Pension geht und die Zusatzpension ab diesem Zeitpunkt 20 Jahre lang ausbezahlt werden soll? Berücksichtige wieder die Zinssätze 3%, 4%, 5%, 6% bzw. 7%!

6.5. 
Eine 25jährige Angestellte möchte durch monatliche gleichbleibende Einzahlungen von 100 € bis zu ihrer Pensionierung in 40 Jahren einen Betrag ansparen, der ihr ab dann als monatliche Zusatzpension 25 Jahre lang ausbezahlt wird. Nimm an, dass die monatliche Zahlungen ab Jahresbeginn 40 Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn erfolgen, und dass die Zusatzpension jeweils zu Monatsanfang, beginnend einen Monat nach Zahlung der letzten Rate, ausgezahlt wird. 


a)
Berechne die Höhe der zu erwartenden Zusatzpension, wenn eine gleichbleibende Verzinsung von 5% angenommen wird! 


b) 
Wie viel müsste die Angestellte für eine Zusatzpension dieser Höhe monatlich bezahlen, wenn sie erst bl) mit 35 Jahren, b2) mit 45 Jahren, b3) mit 50 Jahren mit ihren Einzahlungen beginnt?

6.6. 
Jemand zahlt ab Beginn eines Jahres bis zur geplanten Pensionierung in j Jahren jeweils zu Monatsbeginn 100 € auf ein mit p% verzinstes Sparkonto, und möchte danach 20 Jahre lang, beginnend einen Monat nach der letzten Einzahlung, eine monatliche Rente der Höhe R Euro beziehen. Berechne R für j = 40, 35, 30, 25, 20, 15, 10 und p% = 2%, 3%, 4%, 5%, 6%, 7%, und erstelle eine übersichtliche Tabelle!

6.7.
Jemand zahlt ab Beginn eines Jahres bis zur geplanten Pensionierung in j Jahren jeweils zu Monatsbeginn K € bei einem Zinssatz von p% ein, und möchte danach 20 Jahre lang, beginnend einen Monat nach der letzten Einzahlung, eine monatliche Rente der Höhe  1000 €  beziehen. 


Berechne K für j = 40, 35, 30, 25, 20, 15  und p% = 2%, 3%, 4%, 5%, 6%, 7%, und erstelle jeweils eine übersichtliche Tabelle!

6.8. 
Jemand zahlt ab Beginn eines Jahres bei einem Zinssatz von p% j Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn 200 € ein. Wie viele Jahre kann aus diesem Guthaben, beginnend einen Monat nach der letzten Einzahlung, eine monatliche Rente der Höhe a) 1000 €, b) 500 € bezogen werden?



Berechne n für j = 40, 35, 30, 25, 20, 15  und p% = 2%, 3%, 4%, 5%, 6%, 7%, und erstelle jeweils eine übersichtliche Tabelle!

6.9.
Wird  j  Jahre lang monatlich ein Betrag von K Euro eingezahlt, so kann man bei einer gleichbleibenden Verzinsung mit p% p.a. aus diesem Guthaben n Jahre lang, beginnend einen Monat nach der letzten Einzahlung, eine monatliche Rente der Höhe R Euro mit 




R = K ( [(1 + p/100)j – 1] (
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a)
Drücke aus dieser Formel 



(1) K durch R, n, j und p aus, 



(2) n durch K, R, j und p aus, 



(3) und j durch R, K, n und p aus!



b)
Für konstantes p, j und n kann man R = R(K) als Funktion von K aufgefasst werden. Welcher Zusammenhang besteht zwischen R und K?


c)
Für konstantes p, j und K kann R = R(n) als Funktion der Auszahlungsdauer n aufgefasst werden. 



c1) Zeige, dass R(n) streng monoton fällt!



c2) Bestimme R( =  
[image: image29.wmf])
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, und gib eine inhaltliche Interpretation dieser Größe! 

6.10.
Bei einer gleichbleibenden Verzinsung mit p% p.a. kann aus einem Einmalerlag von K Euro n Jahre lang, beginnend j Jahre nach Einzahlung von K, eine monatliche Rente der Höhe R Euro mit   



R = K ( (1 + p/100)j (
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 bezogen werden.


a)
Drücke aus dieser Formel 



(1) K durch R, n, j und p aus, 



(2) n durch K, R, j und p aus, 



(3) und j durch R, K, n und p aus!



b)
Für konstantes p, j und n kann man R = R(K) als Funktion von K aufgefasst werden. Welcher Zusammenhang besteht zwischen R und K?


c)
Für konstantes K, n und p ist R = R(j) eine Funktion der Anspardauer j. Beschreibe den Zusammenhang zwischen R und j!


d)
Für konstantes K, j und p ist R = R(n) eine Funktion der Auszahlungsdauer n. Zeige, dass R(n) streng monoton fällt!


e)
Zeige, dass R( =  
[image: image31.wmf])

(

lim

n

R

n

¥

®

 = K ( (1 + p/100)j (
[image: image32.wmf]12

/

1

12

/

1

)

100

/

1

(

1

)

100

/

1

(

p

p

+

-

+

 ist!

6.11.
Welche „ewige“ monatliche Rente kann aus einem Einmalerlag von 100 000 € bezogen werden, wenn die Rentenzahlung  j Jahre nach der Einzahlung beginnt und während der gesamten Verzinsungsperiode ein gleichbleibender Zinssatz von p% angenommen werden kann?


Erstelle eine Tabelle, und berücksichtige die Ansparzeiträume j = 10, 20, 30 und 40 Jahre sowie die Zinssätze p% = 2%, 3%, 4%, 5%, 6% und 7%! 

II. KREDITZINSEN

1. EINFACHE TILGUNGSPLÄNE

Ohne vorerst näher auf die genauen Details bei Verbraucherkrediten einzugehen, wollen wir in diesem Kapitel erste einfachste Tilgungspläne erstellen und uns mit den neuen Begriffen vertraut machen. Der Einfachkeit halber betrachten wir in den ersten Beispielen einen fiktiven Jahreszinssatz von 10%.

Im wirklichen Leben sind Spar- und auch Kreditzinsen  –in Abhängigkeit von der allgemeinen wirtschaftlichen Situation-  sehr großen zeitlichen Schwankungen unterworfen. Zur Zeit (2004) ist das Zinsniveau sehr niedrig: Zinssätze für Kredite in Euro liegen bei ca. 4,5% bis 6,5% p.a.  Noch vor zehn Jahren dagegen waren Kreditzinssätze von 10% p.a. durchaus üblich.

Beispiel 1:

Jemand nimmt zu Jahresbeginn bei einem Zinssatz von 10%p.a. einen Kredit in der Höhe von 10 000 €. 

Er leistet folgende Rückzahlungen: 

· 2000 €  am Ende des ersten Jahres, 

· 3000 €  am Ende des zweiten Jahres und 

· 2000  €  am Ende des dritten Jahres. 

Wie hoch ist die Restschuld am Ende des dritten Jahres?

Wir lösen das Beispiel, indem wir einen übersichtlichen Tilgungsplan erstellen. Bei den in der Tabelle fett gedruckten Zahlen handelt es sich um die bereits bekannten Werte.

	Ende des Jahres
	Zinsen
	Rate
	Tilgung
	Restschuld

	1
	1000
	2000
	1000
	9000

	2
	900
	3000
	2100
	6900

	3
	690
	2000
	1310
	5590


Wie sind die Werte der Zinsen, der Tilgung und der Restschuld in der Tabelle berechnet worden?

Dazu betrachten wir die erste Zeile unseres Tilgungsplans:

Der Kreditnehmer schuldet der Bank während des gesamten ersten Jahres 10 000 €. Die Zinsen belaufen sich auf 10% dieses Betrags, also 1000 €.

Am Ende des ersten Jahres wird die erste Rate in der Höhe von 2000 € zurückbezahlt.

Ziehen wir nun die angefallenen Zinsen von dieser Rate ab, so erhalten wir den getilgten Betrag. Unter der Tilgung versteht man also jene Summe, ‑um die die Bankschuld in einem bestimmten Zeitraum tatsächlich reduziert worden ist.

Dabei gilt allgemein:   T = R ‑ Z

Und auf unseren konkreten Fall angewandt:   T = 2000 – 1000 = 1000 €

Folglich erhalten wir die neue Restschuld, indem wir den getilgten Betrag von der Restschuld des Vorjahres abziehen.

Allgemein formuliert gilt hier: Kn = Kn-1 - T = Kn-1 + Z - R

Somit beträgt in unserem Beispiel die Restschuld K1 am Ende des ersten Jahres:

K1 = 10 000 + 1 000 – 2 000 = 9 000 €

In analoger Weise berechnet man die Werte für die restlichen beiden Jahre (Zeilen 2 und 3 im Tilgungsplan):

K2  = 9 000 + 900 – 3 000 = 6 900 €

K3  = 6 900 + 690 – 2 000 = 5 590 €

Insgesamt sind in diesen drei Jahren 7 000 € zurückbezahlt worden. Davon dienten 

· 2590 € zur Begleichung der Zinsen und 

‑    4410 € zur Tilgung der Kreditsumme.

In der Folge wollen wir anhand eines konkreten Beispiels drei Sonderfälle von Tilgungsplänen vergleichen.

Beispiel 2:

Eine Kreditsumme von 10 000 € wird am Beginn eines Jahres ausbezahlt und soll durch fünf Raten jeweils zu Jahresende getilgt werden. Der Zinssatz betrage 10% p. a..

Stelle in der Folge für jeden der drei Fälle den entsprechenden Tilgungsplan auf, und berechne jeweils die gesamte Zinsenbelastung sowie die Gesamtkosten des Kredits!

1. FALL:

Der Kreditnehmer zahlt am Ende eines jeden Jahres nur die jeweils angefallenen Zinsen und somit am Ende des fünften Jahres die gesamte Kreditsumme zurück,

Lösung:

	Ende des Jahres
	Zinsen
	Rate
	Tilgung
	Restschuld

	1
	1000
	1000
	0
	10 000

	2
	1000
	1000
	0
	10 000

	3
	1000
	1000
	0
	10 000

	4
	1000
	1000
	0
	10 000

	5
	1000
	11000
	10 000
	0

	gesamt:
	5000
	15000
	
	


Die Gesamtzinsenbelastung beträgt in diesem Fall 5000 €. Somit kostet der Kredit bei dieser Form der Rückzahlung 15000 €.

2. FALL:

Der Kreditnehmer will in jedem der fünf Jahre einen gleich hohen Betrag tilgen., Bei einer Kreditsumme von 10000 €  beträgt die jährliche Tilgungsrate somit 2000 €.

Lösung:

	Ende des Jahres
	Zinsen
	Rate
	Tilgung
	Restschuld

	1
	1000
	3000
	2000
	8000

	2
	800
	2800
	2000
	6000

	3
	600
	2600
	2000
	4000

	4
	400
	2400
	2000
	2000

	5
	200
	2200
	2000
	0

	gesamt:
	3000
	13 000
	


In diesem Fall beträgt die Gesamtzinsenbelastung 3000 €, der Kredit selbst kostet daher insgesamt 13000 €.

3. FALL:

Der Kreditnehmer möchte den Kredit in fünf gleich hohen jährlichen Raten zurückzahlen.

Lösung:

In den bisherigen Fällen konnten wir die gesuchten Werte ohne viel Rechenaufwand unmittelbar in den Tilgungsplan eintragen. In der jetzigen Situation werden wir jedoch sehr bald merken, dass wir ohne weitergehende mathematische Überlegungen nicht mehr auskommen:

	Ende des Jahres
	Zinsen
	Rate
	Tilgung
	Restschuld

	1
	1000
	?
	?
	?

	2
	?
	?
	?
	?

	3
	?
	?
	?
	?

	4
	?
	?
	?
	?

	5
	?
	?
	?
	?

	gesamt:
	
	
	


Bisher wissen wir also nur, dass die Zinsen für das erste Jahr 1000 € betragen und die jeweils am Jahresende zu zahlenden Raten R gleich hoch sind. Ihren Wert kennen wir aber noch nicht.

Um die Höhe der jährlich gleich hohen Rate zu bestimmen, wenden wir das Äquivalenzprinzip an, d.h. wir stellen die Leistung der Bank jener des Kreditnehmers gegenüber und beziehen uns dabei auf denselben Zeitpunkt.

Bezogen auf das Ende des fünften Jahres beträgt die Leistung der Bank:

K ( 1,15

Zum selben Zeitpunkt hat der Kreditnehmer die folgende Leistung erbracht:

R ( 1,14 + R ( 1,13 + R ( 1,12 + R ( 1,1 + R

Wir setzen diese beiden Leistungen nun gleich:

R ( 1,14 + R ( 1,13 + R ( 1,12 + R ( 1,1 + R = K ( 1,115

(          R ( (1 14 + 1,13 + 1,12 + 1,1 + 1) = K ( 1,15

(          R ( 
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Somit folgt für die monatliche Rate R, die in unserem Beispiel fünf Mal bezahlt werden soll:

R =  K ( 
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Wir sind nun in der Lage, schrittweise unseren Tilgungsplan zu vervollständigen:

	Ende des Jahres
	Zinsen
	Rate
	Tilgung
	Restschuld

	1
	1000,00
	2637,97
	1637,97
	8362,03

	2
	836,20
	2637,97
	1801,77
	6560,26

	3
	656,03
	2637,97
	1981,94
	4578,32

	4
	457,83
	2637,97
	2180,14
	2398,18

	5
	239,82
	2638,00
	2398,18
	0

	Gesamt:
	3189,88
	13 189,88
	
	


Die Gesamtzinsenbelastung beläuft sich hier auf 3189,88 €. Der Kredit kostet somit insgesamt 13 189,88 €.

Wie man an den drei bearbeiten Fällen sieht, hängen die Kosten für einen Kredit sehr stark von der gewählten Form der Rückzahlung ab. Allgemein gilt: Je höher die ersten Raten sind und je früher diese zurückgezahlt werden ‑ d.h. je rascher die Höhe der Kreditzinsen abnimmt ‑ desto billiger wird ein Kredit.

AUFGABEN:

1.1. 
Jemand nimmt zu Jahresbeginn bei einem Zinssatz von 10% p.a. einen Kredit in der Höhe von 10 000 € und zahlt 

a) 5 000 € am Ende des ersten Jahres und jeweils 1000 € am Ende des zweiten und dritten Jahres, 

b) jeweils 1000 € am Ende des ersten und zweiten Jahres und 5000 € am Ende des dritten Jahres zurück. 


Wie hoch ist die jeweilige Restschuld am Ende des dritten Jahres? Erstelle die zugehörigen Tilgungspläne!

1.2. 
Jemand nimmt zu Jahresbeginn bei einem Zinssatz von 6% p.a. einen Kredit in der Höhe von 20 000 € und zahlt 

a) 
am Ende des zweiten ‑und dritten Jahres jeweils 5000 €, 


b) am Ende des vierten und fünften Jahres jeweils 5000 € zurück.


Wie hoch ist die jeweilige Restschuld am Ende des fünften Jahres? Erstelle die zugehörigen Tilgungspläne!

1.3.
Jemand nimmt zu Jahresbeginn bei einem Zinssatz von 6% p.a. einen Kredit in der Höhe von 50 000 € und möchte diesen in zehn, jeweils am Jahresende zahlbaren Raten tilgen. Wie hoch sind die Gesamtkosten dieses Kredits, wenn der Kreditnehmer 

a) am Ende jedes Jahres nur die jeweils angefallenen Zinsen und am Ende des 10. Jahres die gesamte Kreditsumme zurückzahlt, 

b) in jedem der zehn Jahre einen gleich hohen Betrag tilgt, 

c) den Kredit in zehn gleich hohen jährlichen Raten bezahlt? 



Erstelle jeweils den entsprechenden Tilgungsplan!

1.4. 
Jemand nimmt zu Jahresbeginn bei einem Zinssatz von 5,5% p.a. einen Kredit in der Höhe von 25 000 € und möchte diesen in fünf jeweils am Jahresende zahlbaren Raten tilgen. Wie hoch sind die Gesamtkosten dieses Kredits, wem der Kreditnehmer 

a) am Ende jedes Jahres nur die jeweils angefallenen Zinsen und am Ende des 5. Jahres die gesamte Kreditsumme zurückzahlt, 

b) in jedem der fünf Jahre einen gleich hohen Betrag tilgt, 

c) den Kredit in fünf gleich hohen jährlichen Raten bezahlt? 



Erstelle jeweils den entsprechenden Tilgungsplan!

2. DIE SOLLZINSEN BEI VERBRAUCHERKREDITEN

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der banküblichen Berechnung der Sollzinsen für Verbraucherkredite beschäftigen.

Die Habenzinsen für Spareinlagen werden innerhalb eines Kalenderjahres tageweise von einer Kontostandsänderung zur nächsten berechnet. Jedem Jahr entsprechen 360 Zinstage (d.h. 30 pro Monat), und für jeden Zinstag wird 1/360 der entsprechenden Jahreszinsen gewährt. Diese tageweise berechneten Zinsen werden am Ende des Jahres zum Kapital hinzuaddiert und ab dem nächsten Tag mitverzinst.

Die anfallenden Sollzinsen für Verbraucherkredite werden in analoger Weise tageweise vom jeweils offenen Schuldkapital berechnet. Für ein Schuldkapital K fallen für t Tage bei einem Jahreszinssatz von p% die folgenden Zinsen an:

Z = K ( p/100 ( t/360

Wie bei Sparkonten werden auch hier Einzahlungen ab dem nächsten Werktag verzinst.

Im Vergleich zur Verzinsung von Spareinlagen sind jedoch die folgenden Unterschiede zu berücksichtigen:

· Während die Banken bei der Verzinsung von Spareinlagen das Jahr mit 360 Tagen zählen, wird bei einem Kredit die Anzahl der Schuldtage kalendermäßig berechnet (d.h. ein Jahr hat insgesamt 365 Schuldtage, ein Schaltjahr sogar 366).

· Die sich tageweise von einer Kontostandsänderung zur nächsten ergebenden Zinsen werden üblicherweise jeweils am Ende eines Kalendervierteljahres (also am 31. März, 30. Juni, 30. September und 31. Dezember) zum Schuldkapital hinzuaddiert und in der Folge mitverzinst.

Diese neuen Informationen wollen wir in den folgenden Aufgaben anwenden.

Beispiel 1:

Auf einem Kreditkonto mit einem Jahreszinssatz von 6% sind am 31. Dezember 2004 noch 

11 200 € offen. Im ersten Quartal des Jahres 2005 werden die folgenden Einzahlungen valutiert: 450 € am 3. Jänner, 350 € am 20. Februar und 500 € am 20. März. 

Bestimme den Kontostand für den 31. März 2005!

Lösung:

Die am 31. März 2005 aufgeschlagenen Sollzinsen setzen sich folgendermaßen zusammen:

Zinsen Z1 für 11 200 € für 3 Tage (l. ‑ 3. Jänner):

Z1 = 11 200 ( 0,06 ( 3 /360 = 5,60 €

Zinsen Z2 für 10 750 € für 28 + 20 = 48 Tage (4. Jänner ‑ 20. Februar)​

Z2 = 10 750 ( 0,06 ( 48/360 = 86,00 €

Zinsen Z3 für 10 400 € für 8 + 20 = 28 Tage (21. Februar ‑ 20. März):

Z3 = 10 400 ( 0,06 ( 28/360 = 48,53 €

Zinsen Z4 für 9 900 € für 11 Tage (21. ‑ 31. März):

Z4 = 9 900 ( 0,06 ( 11/360 = 18,15 €

Die Summe der Sollzinsen für das erste Quartal 2005 beträgt somit:

Z = Zl + Z2 + Z3 + Z4 = 5,60 + 86,00 + 48,53 + 18,15 = 158,28 €

Für den Kontostand K1 am 31. März 2005 gilt daher​

K1 = 11 200 ‑ (450 + 350 + 500) +  158,28 = 10 058,28 € 

Von den insgesamt 1 300 €, die im Laufe des ersten Quartals 2005 zurückgezahlt worden sind, konnten also  1 141,72 € zur Schuldtilgung verwendet werden. Mit dem Rest sind die anfallenden Zinsen beglichen worden.

Beispiel 2:

Auf einem Kreditkonto mit einem Jahreszinssatz von 6% sind am 31. Dezember 2004 noch 10 000 € offen. Wie groß ist der Schuldenstand am 31. Dezember 2005, wenn bis dahin (mit dem Einverständnis der Bank und daher ohne zusätzliche Verzugszinsen) keine Zahlungen geleistet werden?

Lösung:

Wir berechnen quartalsweise die anfallenden Zinsen:

Zinsen Z1 für 10 000 € für das erste Quartal 2005 (l. 1. ‑ 31. 3. = 90 Tage):

Z1 = 10 000 ( 0,06 ( 90/360 = 150

Diese werden dem Kapital zugeschlagen und in der Folge mitverzinst:

K1 = 10 000 + 150 = 10 150 €

Durch analoge Vorgangsweise erhält man für das zweite Quartal 2005 (l.4. ‑ 30.6. = 91 Tage):

Z2 = 10 150 ( 0,06 ( 91/360 = 153,94 €

K2 = 10 150 + 153,94 = 10 303,94 €

Drittes Quartal 2005 (l. 7. ‑ 30. 9. = 92 Tage):

Z3 = 10 303,94 ( 0,06 ( 92/360 = 157,99 €

K3 = 10 303,94 + 157,99 = 10 461,93 €

Viertes Quartal 2005 (l. 10. ‑ 31. 12. = 92 Tage):

Z4  = 10 461,93 ( 0,06 ( 92/360 = 160,42 € 

K4 =  10 461,93 + 160,42 = 10 622,35 €

Innerhalb des Jahres 2005 ist der Schuldenstand von 10 000 €  auf 10 622,35 € angewachsen.

Beispiel 2 zeigt deutlich, dass der von den Banken angegebene kontokorrentmäßige Jahreszinssatz für einen Kredit nicht unmittelbar mit dem Jahreszinssatz für Spareinlagen verglichen werden kann: 
Während ein Sparguthaben von 10 000 € bei einem Jahreszinssatz von 6 % im Laufe eines Kalenderjahres auf 10 600 € anwächst, wächst eine Kreditschuld gleicher Höhe bei nominell gleichem Jahreszinssatz auf 10 622,35 €  (d.h. um 6,22 % und nicht um 6%.).

Rechnet man ‑ wie bei der Verzinsung von Spareinlagen ‑ jedes Jahr mit 360 Tagen und damit jedes Vierteljahr mit 90 Tagen, so sind bei einem Jahreszinssatz von p% am Ende jedes Vierteljahres für das volle Quartal Zinsen in der Höhe von p/4 % aufzuschlagen. Da bei einem Kredit die Schuldtage kalendermäßig gezählt werden, sind aber hier die einzelnen Quartale nicht gleich lang:


1. Quartal (1. 1. ‑ 31. 3.):  
90 Tage bzw. 91 Tage in einem Schaltjahr


2. Quartal (l. 4. ‑ 30. 6.):  
91 Tage


3. Quartal (l. 7. ‑ 30. 9.):  
92 Tage


4. Quartal (1. 10. ‑ 31. 12.):  
92 Tage

Um zu berücksichtigen, dass für jeden Schuldtag p/360% an Zinsen verrechnet werden, ein Jahr jedoch mit 365 Tagen gezählt wird, darf man für den Quartalszinssatz q% in guter Näherung setzen: 

q = p/4 ( 365/360

Diesem näherungsweisen Quartalszinssatz entspricht der äquivalente Jahreszinssatz j% mit

1 + j/100 = (1 + q/100)4.

Lösen wir Beispiel 2 nun unter Verwendung dieses näherungsweisen Quartalszinssatzes q%, so erhalten wir:

   K4  
= K ( (1 + q/100)4 = K ( (1 + ¼ ( p/100 ( 365/360)4 = 


= 10 000 ( (1 + ¼ ( 0,06 (365/60)4  = 10 622,35 €

AUFGABEN:

2.1. 
Auf einem Kreditkonto mit einem Jahreszinssatz von 6% sind zu Jahresbeginn 2005 noch  


8 800 € offen. Bis zum Ende des zweiten Quartals dieses Jahres werden die folgenden Einzahlungen valutiert:


1200 € am 15. März, 800 € am 10. April und 1300 € am 4. Juni. 


Bestimme den Kontostand für den 30. Juni 2005!

2.2. 
Auf einem Kreditkonto seien am 31. März 2005 noch 10 000 € offen. Wie hoch ist der Schuldenstand am 31. März 2006, wenn bis dahin ‑ mit dem Einverständnis der Bank und daher ohne zusätzliche Spesen ‑ keine Zahlung geleistet wird?


Berücksichtige die Jahreszinssätze 4%, 4,5%, 5%, 5,5%, 6%, 6,5% und 7%!

2.3. 
Auf einem Kreditkonto sind am 31. Dezember 2005 noch 22 500 € offen. Wie hoch ist der Schuldenstand am 31. Dezember des folgenden Jahres, wenn bis dahin keine Zahlung geleistet wird und der Jahreszinssatz

a)
bis zum 31. März 5,5% beträgt, danach auf 6% erhöht wird, 


b) bis zum 30. September 6% beträgt, danach auf 5,5% gesenkt wird?

2.4. 
Auf einem Kreditkonto mit einem Jahreszinssatz von 6% sind am 30. Juni 2005 noch 


15 000 € offen. Wie hoch ist der Schuldenstand am 30. Juni des folgenden Jahres, wenn ein Betrag von 10 000 € am 31. Juli 2005,  b) am 31. Mai 2006 zurückgezahlt wird?

2.5. 
Auf einem Kreditkonto mit einem Jahreszinssatz von 5,5% sind am 31. Dezember 2005 noch 5000 € offen. Wie hoch ist der Schuldenstand am 31. Dezember des folgenden Jahres, wenn bis dahin

a) keine Zahlung geleistet wird, 


b)
an jedem Quartalsende 1000 € eingezahlt werden?

3. 
DIE TILGUNG EINES KREDITS DURCH GLEICH HOHE MONATLICHE RATEN

In vielen Fällen werden Verbraucherkredite durch gleich hohe monatliche Raten getilgt. Aufgrund der oben erläuterten Berechnungsweise der anfallenden Schuldzinsen ist eine exakte Vorherbestimmung der Höhe der monatlichen Rate sehr mühsam (und praktisch kaum möglich, da die sich ergebende Gesamtbelastung vom genauen Einzahlungsdatum der einzelnen Raten abhängt.) Daher wird den KreditnehmerInnen die Höhe der monatlichen Rate in Abhängigkeit von der gewählten Laufzeit bei Abschluss des Kreditvertrags zunächst nur näherungsweise errechnet. Dieser Betrag wir dann monatlich eingezahlt, und erst durch die Höhe der letzten Rate am Ende der Laufzeit wird der Kontostand genau auf null ausgeglichen.

Bei der näherungsweisen Bestimmung der monatlichen Rate kann man folgendermaßen vorgehen:

Angenommen, eine Kreditsumme K wird zu Beginn eines Quartals ausbezahlt, und die erste Rate der Höhe R ist einen Monat danach fällig.

Einem kontokorrentmäßigen Jahreszinssatz von p% entspricht als Quartalszinssatz annähernd  

q = 1/4 ( p/100 ( 365/360. Da innerhalb eines Quartals einfache Zinsen berechnet werden, kann man pro Monat annähernd q/3 als Zinssatz annehmen.

Für das erste Quartal folgt somit:

Schuldkapital zu Beginn: 
K 

Zinsen Z1 für den ersten Monat: 
Z1 ( K ( q/3 

Schuldkapital nach einem Monat: 
K ‑ R 

Zinsen Z2 für den zweiten Monat: 
Z2 ( (K ‑ R)( q/3 

Schuldkapital nach zwei Monaten: 
K ‑ 2R 

Zinsen Z3 für den dritten Monat: 
Z3 ( (K ‑ 2R) (q/3

Am Ende des ersten Quartals werden die Schuldzinsen für das gesamte Quartal aufgeschlagen. Der Schuldenstand beträgt zu diesem Zeitpunkt daher:

 K1 
=  K ‑ 3R + Z1 + Z2 + Z3 =


=  K ‑ 3R + K(q/3 + (K ‑ R) ( q/3 + (K – 2R) ( q/3 = K ( (1 + q) – R ( (3 + q)

Analog dazu erhält man:

Schuldenstand K2 am Ende des zweiten Quartals:

K2 = K1 ( (1 + q) ‑ R ( (3 + q) = K ( (1 + q)² ‑ R ( (3 + q) ( [(1 + q) + 1]

Schuldenstand K3 am Ende des dritten Quartals:

K3 = K2 ( (1 + q) ‑ R ( (3 + q) = K ( (1 + q)³ - R ( (3 + q) ( [(1 + q)² + (1 + q) +1]

Folglich beträgt der Schuldenstand Kn am Ende des n‑ten Quartals:

Kn = K ( (1 + q)n ‑ R( (3 + q) ( [(1 + q)n-1 + (1 + q)n‑2 + ..... + (1 + q) + 1]

Unter Anwendung der Summenformel für geometrische Reihen erhalten wir:

Kn = K( (1 + q)n ‑ R( (3 + q) (
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Soll der Kredit nun nach einer Laufzeit von n Quartalen getilgt sein, so muss die Restschuld Kn am Ende des n‑ten Quartals gleich Null sein. 

Setzt man in der obigen Gleichung Kn = 0, und formt nach R um, so erhält man als näherungsweise Höhe der erforderlichen monatlichen Rate R

	     R = K ( 
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	wobei

K 
= Kreditsumme

R
= monatliche Rate

n 
= Anzahl der Quartale

q 
= ¼ ( p/100 ( 365/3 60 näherungsweiser 




      Quartalszinssatz


Beispiel 1:

Eine Kreditsumme von 10 000 € wird zu Beginn eines Quartals ausbezahlt und soll in 60 gleich hohen Raten ‑ die erste Rate ist einen Monat später fällig ‑ getilgt werden, Der Jahreszinssatz betrage dabei 6%. Berechne näherungsweise de Höhe dieser monatlichen Kreditrate!

Wir setzen die gegebenen numerischen Werte in die obige Formel ein, und erhalten:

p = 6%  (   q ( 1,5208%     (  R = 10 000 ( 
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 = 193,57 €

Bei einem Kredit mit einer Laufzeit von mehreren Jahren muss der Kreditnehmer damit rechnen, dass der Jahreszinssatz immer wieder dem jeweils aktuellen Zinsenniveau angepasst wird. Bei einer Änderung des Zinssatzes wird üblicherweise die Höhe der monatlichen Rate so abgeändert, dass der Kredit bei Zahlung dieses neuen Betrags innerhalb der ursprünglich vereinbarten Laufzeit getilgt werden kam. Entscheidet sich der Kreditnehmer bei einer Zinssatzerhöhung dafür, die monatliche Rate nicht zu erhöhen, so muss eine Verlängerung der Laufzeit in Kauf genommen werden.

Die folgende Aufgabe zeigt, wie sich eine Erhöhung des Zinssatzes während der Kreditlaufzeit auf die Höhe der monatlichen Rate bzw. auf die Restlaufzeit auswirken kann.

Beispiel 2:

Jemand nimmt am 1. April 2004 einen Kredit zu einem Jahreszinssatz von 6%. Die Kreditsumme in der Höhe von 20 000 € soll durch 120 gleich hohe monatliche Raten beginnend am 1. Mai 2004 ‑ getilgt werden. 

a) Bestimme die Höhe der monatlich fälligen Kreditrate! 

b) Um wie viele Monate verlängert sich die Laufzeit des Kredits, wenn bei gleichbleibender monatlicher Kreditrate am 1. April 2006 der Jahreszinssatz auf 8% erhöht wird? 

c) Ändere die Höhe der monatlichen Rate ab dem Wirksamwerden der Zinssatzänderung (d.h. ab 1. Mai 2006) so ab, dass der Kredit innerhalb der ursprünglich vereinbarten Laufzeit getilgt wird! 

Lösung: 

a) 
Unter Verwendung der obigen Formel erhalten wir R = 222,57 €

b) 
Im Zeitraum 1. April 2004 bis 1. April 2006 (d.h. für 8 Quartale) beträgt der Jahreszinssatz 6%, der Schuldenstand an diesem 1. April 2006 somit:


K8
= K( (1 + q)8 ‑ R( (3 + q) (
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 = 16 903,43 €


Am 1. April 2006 wird der Jahreszinssatz auf 8 % erhöht. Für welches n ist nun Kn = 0, wenn trotz der Zinssatzerhöhung weiterhin die gleich hohe monatliche Rate bezahlt wird?


p% = 8%  (  q = 0,02028


Kn=  16 903,43 ( 1,02028n – 222,57 ( 3,02028 ( 
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Auflösen dieser Exponentialgleichung führt auf eine Restlaufzeit von n =  35,5 Quartalen (~ 107 Monate). Die Laufzeit des Kredits verlängert sich in diesem Fall also um rund  11 Monate.

c) 
Soll der Kredit zum ursprünglich vereinbarten Zeitpunkt getilgt sein, so muss der zu diesem Zeitpunkt offene Betrag in der Höhe von 16 903,43 € in 96 gleich hohen monatlichen Raten zurückbezahlt werden. Als Näherungswert für die entsprechende monatliche Rate R* erhält man:


R* = 16 903,43 ( 
[image: image42.wmf])
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 = 239,45 €

AUFGABEN:

3.1. 
Eine Kreditsumme von 12 000 € soll in 120 gleich hohen monatlichen Raten, beginnend einen Monat nach der Auszahlung, getilgt werden. Berechne näherungsweise die Höhe der monatlichen Rate sowie die Gesamtbelastung für die Jahreszinssätze 4,5%, 5%, 5,5%, 6%, 6,5%, 7%, 8%, 9%, 10%!

3.2. 
Eine Kreditsumme von 50 000 € soll bei einem Jahreszinssatz von 6% in 


a) 48, b) 60, c) 72, d) 84, e) 96, f) 108, g) 120 gleich hohen monatlichen Raten, beginnend einen Monat nach der Auszahlung, getilgt werden. 


Berechne für jeden Fall die Höhe der monatlichen Kreditrate sowie die entstehende Gesamtbelastung! Erstelle eine entsprechende Tabelle!

3.3. 
Die oben entwickelte Formel gibt die Abhängigkeit der monatlichen Rate R von der Kreditsumme K, dem näherungsweisen Quartalszinssatz q und der Laufzeit n (in Quartalen) an. 

a) Für konstantes q und n kann R = R(K) als Funktion der Kreditsumme K aufgefasst werden. Beschreibe den Zusammenhang zwischen R und K! 

b) Für konstantes K und q kann R = R(n) als Funktion der Laufzeit n aufgefasst werden, Untersuche den Zusammenhang zwischen R und n! 

bl)   Zeige, dass R(n) streng monoton fällt! 

b2) Bestimme R(l) und R( = lim R(n) für n ( ( 

b3) Gib eine inhaltliche Interpretation der Größe R( !

3.4. 
Ein Kredit, der vierteljährlich kapitalisiert wird, soll durch n gleich hohe vierteljährliche Raten getilgt werden. Entwickle eine Formel zur näherungsweisen Berechnung dieser vierteljährlichen Rate unter der Annahme, dass der Kreditbetrag 

a) zu Quartalsanfang, 

b) einen Monat nach Quartalsanfang, 

c) zu Quartalsmitte ausbezahlt wird, und die erste Rate am erstfolgenden Quartalsende fällig ist!

3.5. 
Jemand nimmt am 1. April 2006 einen Kredit von 15 000 € zu 6% p.a. mit einer Laufzeit von 10 Jahren. Die Bank bietet folgende Rückzahlungsvarianten an: 

a) Sofortiger Rückzahlungsbeginn, d.h. die erste Rate ist am 1. Mai fällig. 

b) Ein Jahr tilgungsfrei (ohne zusätzliche Spesen), d.h. im ersten Jahr werden nur zu Quartalsende die anfallenden Zinsen gezahlt, danach ‑ beginnend mit 1. Mai 2007 ‑ 120 gleich hohe monatliche Raten. 

c) Ein Jahr rückzahlungsfrei (ohne zusätzliche Spesen), danach ‑ beginnend mit 1. Mai 2007 ‑ 120 gleich hohe monatliche Raten. 


Wie viel ist jeweils monatlich zu bezahlen, wie hoch ist in den einzelnen Fällen die Gesamtbelastung?.

3.6. 
Jemand nimmt zum Kauf einer Eigentumswohnung einen Kredit von 200 000 € zu 5% p.a. mit einer Laufzeit von 20 Jahren. Wie hoch ist für den Kreditnehmer die Gesamtbelastung, 

a) wenn er den Kredit durch gleich hohe monatliche Raten, beginnend einen Monat nach der Auszahlung, tilgt, 

b) wenn er 20 Jahre lang jeweils am Quartalsende nur die angefallenen Zinsen zahlt, und am Ende der 20jährigen Laufzeit die gesamte Kreditsumme auf einmal tilgt?

3.7. 
Jemand nimmt am 1. Juli 2005 einen Kredit zu einem Jahreszinssatz von 5,5%. Die Kreditsumme umfasst 35 000 € und soll durch 144 gleich hohe monatliche Raten beginnend mit 1. August 2005 ‑getilgt werden. 

a) Bestimme die Höhe der monatlich fälligen Kreditrate! 

b) Um wie viele Monate verlängert sich die Laufzeit des Kredits, wenn der Jahreszinssatz bei gleichbleibender monatlicher Kreditrate am 1. Juli 2008 auf 8% erhöht wird? 

c)  
Ändere in beiden Fällen die Höhe der monatlichen Rate ab dem Wirksamwerden der Zinssatzänderung (d.h. ab 1. August 2008) so ab, dass der Kredit innerhalb der ursprünglich vereinbarten Laufzeit getilgt wird!

4. DIE ZUSÄTZLICHEN KREDITSPESEN

Bei der Aufnahme eines Kredites führen folgende zusätzliche Belastungen zu dessen Verteuerung: 

a) 
eine Kreditsteuer, die derzeit 0,8% der Kreditsumme beträgt,

b) 
allfällige Bearbeitungsgebühren der Bank, die üblicherweise zwischen 1% und 3% der Kreditsumme liegen.

Für die Verrechnung dieser Nebenkosten gibt es zwei grundsätzliche Möglichkeiten​

· Die Nebenkosten werden gleich von der Kreditsumme abgezogen. In diesem Fall ist der Auszahlungsbetrag kleiner als die Kreditsumme.

· Die Nebenkosten werden in die Kreditsumme eingerechnet, wodurch sich sowohl Kreditsumme als auch monatliche Rate erhöhen.

Die Auswirkungen dieser von den Banken zusätzlich verrechneten Kreditspesen wollen wir anhand der folgenden Aufgabe untersuchen.

Beispiel:

Jemand nimmt am 1. Oktober 2004 einen Kredit in der Höhe von 10 000 €  zu 5,5% p.a.. Neben der anfallenden 0,8%igen Kreditsteuer verrechnet die Bank eine 1%ige Bearbeitungsgebühr. Die Kreditsumme soll durch 48 gleich hohe monatliche Raten  - beginnend mit 1. November 2004 ‑ getilgt werden.

Bestimme die Höhe der monatlich fälligen Kreditrate, wenn

a) die Nebenkosten gleich von der Kreditsumme abgezogen werden,

b) die Nebenkosten in die Kreditsumme einbezogen werden/

Lösung:

a) 
Zieht man die Nebenkosten ‑ insgesamt 1,8% der Kreditsumme K ‑ gleich ab, so beträgt der Auszahlungsbetrag Z lediglich:


Z = K ( 0,982 = 9 820 €


Für die Berechnung der monatliche Rate R müssen wir uns jedoch auf die Kreditsumme 


K = 10 000 € beziehen. Dabei gilt:


R = 10 000 (
[image: image43.wmf])
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 = 232,79 €

b) 
Werden die gesamten 10 000 € ausbezahlt und die Nebenkosten in die Kreditsumme eingerechnet, so folgt aus Z  = K ( 0,982:


K = 
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 = 10 183,30 €


In diesem Fall muss die Berechnung der monatlichen Rate auf den Betrag 10 183,30 € bezogen werden. Man erhält in diesem Fall


R = 10 183,30 ( 
[image: image45.wmf])
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 = 237,06 €

AUFGABEN:

4.1. 
Berücksichtige bei den Aufgabe 3.1. die 0,8%ige Kreditsteuer sowie eine 2%ige Bearbeitungsgebühr der Bank!

4.2. 
Jemand nimmt einen Kredit in der Höhe von 50 000 € zu 6% p.a., der


a) durch 120,


b) durch 240


gleich hohe monatliche Raten, beginnend einen Monat nach Auszahlung der Kreditsumme, getilgt werden soll. Die 0,8%ige Kreditsteuer und die Bearbeitungsgebühr der Bank sollen in die Kreditsumme einbezogen werden.


Wie hoch ist jeweils die monatliche Rate, wenn die Bank (1) keine Bearbeitungsgebühr,  (2)1%, (3) 2%, (4) 3% Bearbeitungsgebühr verrechnet?
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