Aufgabenstellungen zu magischen Quadraten

Maria Koth, Universität Wien und Pädagogische Hochschule Wien
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	a.
Überprüfe, ob dieses Zahlenquadrat ein magisches Quadrat ist!

b.
Wie groß ist die magische Konstante  


- eines magischen 4(4-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 16


- eines magischen 5(5-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 25


- eines magischen 6(6-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 36


- eines magischen 7(7-Quadrats mit den Eintragungen 1 bis 49
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	Vervollständige die magischen Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 16!
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	Ergänze die fehlenden Zahlen 1 bis 10 so, dass magische 4(4-Quadrate entstehen!

Finde jeweils alle möglichen Lösungen!


	
	a.
	b.
	c.
	d.

	
	11

14

13

12

16

15


	13

12

15

11

14

16


	15

16

14

13

11

12


	14

11

16

12

13

15




	
[image: image6.wmf]6


	Welche dieser Vierergruppen von Zahlen hat in jedem magischen 4x4-Quadrat aus den Zahlen 

1 bis 16 die Summe 34, welche nicht?

	
	a.
	b.
	c.
	d.
	e.
	f.
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	Bleibt jedes magische 4(4-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 16 magisch, wenn man die folgenden Zahlenvertauschungen durchführt?

	
	a.
	Vertausche 2 mit 9, 4 mit 11, 6 mit 13 und 8 mit 15 und lasse die übrigen Zahlen gleich.

	
	b.
	Vertausche 3 mit 5, 4 mit 6, 11 mit 13 und 12 mit 14 und lasse die übrigen Zahlen gleich.

	
	c.
	Vertausche 1 mit 8, 2 mit 7, 3 mit 6, 4 mit 5, 9 mit 16, 10 mit 15, 11 mit 14 und 12 mit 13.

	
	d.
	Vertausche 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6, 7 mit 8, 9 mit 10, 11 mit 12, 13 mit 14 und 15 mit 16.

	
	e.
	Vertausche 1 mit 16, 2 mit 15, 3 mit 14, 4 mit 13, 5 mit 12, 6 mit 11, 7 mit 10 und 8 mit 9.
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	Besondere magische 4x4-Quadrate
	
	
	

	
	Ein magisches 4x4-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 16 heißt:

	
	 -
pandiagonal, wenn alle sechs „gebrochenen“ Diagonalen die Summe 34 haben.
	 - 
semipandiagonal, wenn die beiden aus je zwei mal zwei Zahlen bestehenden „gebrochenen“ Diagonalen die  Summe 34 haben.
	 - 
symmetrisch, wenn alle symmetrisch zum Quadratmittelpunkt liegenden Zahlenpaare die Summe 17 haben.
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	a. 
Zeige, dass jedes symmetrische magische 4x4-Quadrat semipandiagonal ist!

b. 
Welche der magischen Quadrate aus den Aufgaben 1 bis 5 sind pandiagonal, welche sind semipandiagonal, welche sind symmetrisch? 
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	Begründe:

a.
Schneidet man in einem pandiagonalen magischen 4x4-Quadrat die erste Zeile (bzw. erste Spalte) ab und fügt sie unterhalb der vierten Zeile als letzte Zeile an (bzw. rechts neben der vierten Spalte als letzte Spalte an), so erhält man wieder ein pandiagonales magisches Quadrat.
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	b.
Schneidet man in einem semipandiagonalen (bzw. in einem symmetrischen) magischen 4x4-Quadrat die ersten beiden Zeilen ab und fügt sie unterhalb der vierten Zeile als neue dritte und vierte Zeile an, so erhält man wieder ein semipandiagonales (bzw. ein symmetrisches) magisches Quadrat.
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	Begründe: 

Ein magisches 4x4-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 16 ist 

genau dann semipandiagonal,

a. wenn jeder der vier Quadranten Summe 34 hat,

b. wenn jedes der vier 3x3-Teilquadrate Summe 34 hat.
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	Begründe:

a. 
Dreht man in einem symmetrischen magischen 4x4-Quadrat jeden der vier Quadranten um + 90° (siehe Abb. a. rechts), so erhält man wieder ein symmetrisches magisches Quadrat.

b. 
Verwandelt man die vier Quadranten eines semipandiagonalen magischen Quadrats in Zeilen (wie in Abb. b. rechts), so erhält man wieder ein semipandiagonales magisches Quadrat.
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	Bleibt jedes semipandiagonale magische 4(4-Quadrat magisch, wenn man

	
	a.
	die erste mit der zweiten Zeile vertauscht,

	
	b.
	die erste mit der zweiten Zeile und anschließend die erste mit der zweiten Spalte vertauscht,

	
	c.
	die erste mit der zweiten Zeile und anschließend die dritte mit der vierten Spalte vertauscht,

	
	d.
	die erste mit der dritten Zeile und anschließend die erste mit der dritten Spalte vertauscht,

	
	e.
	die erste mit der dritten Zeile und anschließend die zweite mit der vierten Spalte vertauscht?
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	Die Zeilen 1, 2, 3, 4 eines magischen 4x4-Quadrats können in 24 verschiedenen Reihenfolgen als Zeilen eines 4x4-Zahlenquadrats angeordnet werden:  

1-2-3-4, 1-2-4-3, 1-3-2-4, 1-3-4-2, 1-4-2-3, 1-4-3-2, 2-1-3-4, ...., 4-3-2-1. 

Bei welchen dieser 24 Zeilenanordnungen bleibt

a. 
jedes pandiagonale magische 4x4-Quadrat magisch,

b. 
jedes symmetrische magische 4x4-Quadrat magisch,

c. 
jedes semipandiagonale magische 4x4-Quadrat magisch,

d. 
jedes magische 4x4-Quadrat magisch?

e.
Zeige dass für jede dieser 24 Zeilenanordnungen gilt: Ändert man die Reihenfolge der vier Zeilen eines semipandiagonalen magischen 4x4-Quadrats, und ändert man anschließend im erhaltenen Zahlenquadrat die Reihenfolge der vier Spalten in gleicher Weise, so erhält man wiederum ein semipandiagonales magisches 4x4-Quadrat.
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	Wie ändert sich die magische Konstante 34 eines magischen 4x4-Quadratsmit den Eintragungen 1 bis 16, wenn man

a. 
zu jeder der Zahlen 1 bis 16 dieselbe reelle Zahl c addiert,

b. 
jede der Zahlen 1 bis 16 mit derselben reellen Zahl d ( 0 multipliziert.

c. 
Ändere die Zahlen 1 bis 16 des magischen 4x4-Quadrat aus Aufgabe 1 so ab, dass ein magisches 4x4-Quadrat mit ganzzahligen Eintragungen und der folgenden magischen Konstante K entsteht:   c1. K = 50    c2. K = 68    c3. K = 48    c4. K = 10   c4. K = 0
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	Ergänze die fehlenden Zahlen so, dass magische Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25 entstehen!
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	a.
Ordne die Zahlen 1 bis 25 nach der folgenden Vorschrift in einem 5x5-Quadrat an! Überzeuge dich, dass du dabei ein magisches 5x5-Quadrat erhalten hast!

	
	Die Zahlen 1, 2, 3, ....., 25 werden fortlaufend in diagonaler Richtung von links unten nach rechts oben in die Felder eines 5(5-Quadrats eingetragen. Dabei sind folgende Regeln zu beachten:


1.
Setze die erste Zahl in das Feld unmittelbar über der Mittelzelle des Quadrats!


2.
Wird der obere Quadratrand erreicht, so setze im untersten Feld der nächsten Spalte fort!


3.
Wird der rechte Quadratrand erreicht, so setze im ersten Feld der nächsthöheren Zeile fort!

4. Wird eine Zelle erreicht, in der bereits eine Zahl steht, so setze im Feld zwei Reihen oberhalb der zuletzt geschriebenen Zahl fort! Liegt dieses Feld bereits außerhalb des Quadrats, so setze im untersten Feld derselben Spalte fort!


5.
Wird die rechte obere Ecke erreicht, so setze die nächste Zahl in die vorletzte Zeile der letzten Spalte!

	
	b.
Ordne nach derselben Vorschrift auch die Zahlen 1 bis 9 in einem 3x3-Quadrat, die Zahlen 1 bis 49 in einem 7x7-Quadrat bzw. die Zahlen 1 bis 81 in einem 9x9-Quadrat an! Erhältst du auch hier stets magische Quadrate?
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	Spezielle Anordnungen der 13 ungeraden Zahlen
	

	
	Setze ein magisches 5(5-Quadrat aus den Zahlen 1 bis 25 zusammen, bei dem die 13 ungeraden Zahlen in den markierten Feldern stehen.

	
	a.
	b.
	c.
	d.
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	Kombination aus einem magischen 3(3- und einem magischen  5(5-Quadrat
	

	
	a.
Rechts siehst du ein magisches 3(3-Quadrat mit den Eintragungen  5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21. Ergänze die Zahlen in den leeren Kästchen so, dass ein magisches 5(5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25 entsteht! 

b.
Setze in die mittleren neun Felder eines 5x5-Quadrats ein magisches 3x3-Quadrat aus den Zahlen 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 und 17 und ergänze wiederum die restlichen Felder so, dass ein magisches 5x5-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 25 entsteht.
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	c.
Überlege, dass als magische Konstante des 3x3-Quadrats in einem solchen kombinierten magischen Quadrat aus den Zahlen 1 bis 25 nur die Zahl 39 in Frage kommt! 

d.
Finde weitere Beispiele ineinander geschachtelter magischer 3x3- und 5x5-Quadrate aus den Zahlen 1 bis 25! Welche neun Zahlen kommen dabei für das magische 3x3-Quadrat in Frage?

e.
Finde Beispiele für ineinandergeschachtelte magische 3x3- und 5x5-Quadrate, bei denen das magische 3x3-Quadrat in der linken unteren Ecke des magischen 5x5-Quadrats angeordnet ist!
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	Drei geschachtelte magische Quadrate

Aus den Zahlen 1 bis 49 kannst du ein magisches 

7x7-Quadrat mit zwei weiteren ineinander geschachtelten magischen Quadraten zusammensetzen:

a.
Schreibe in die mittleren neun Felder ein magisches 3x3-Quadrat aus den Zahlen 21 bis 29!

b.
Ergänze in den 16 unmittelbar angrenzenden Feldern die Zahlen 13 bis 20 und 30 bis 37 so, dass ein magisches 5x5-Quadrat aus den Zahlen 13 bis 37 entsteht! Überlege zuerst, wie groß die magische Konstante dieses 5x5-Quadrats ist!

c.
Ordne schließlich die restlichen Zahlen so in den Feldern des äußeren Ringes an, dass du insgesamt ein magisches 7x7-Quadrat erhältst!
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	Symmetrische magische 5x5-Quadrate

Ein magisches 5x5-Quadrat heißt symmetrisch, wenn die Zahl 13 im Mittelfeld des Quadrats steht und alle Zahlenpaare, die symmetrisch zum Mittelfeld liegen die Summe 26 haben.

Welche der magischen Quadrate aus den Aufgaben 15 bis 18 sind symmetrisch?
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	Pandiagonale magische 5(5-Quadrate

a.
Überprüfe durch Nachrechnen, dass  die rechts abgebildeten 5(5-Quadrate pandiagonale magische Quadrate sind!

b.
Welche der magischen 5(5-Quadrate aus Aufgabe 15 sind pandiagonal?
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	a.
Setze im rechts abgebildeten Quadrat A = 0, B = 5, C = 10, D = 15 und E = 20 sowie a = 1, b = 2, c = 3, d = 4 und e = 5. Überprüfe durch Nachrechnen, dass du ein pandiagonales magisches  5x5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25 erhalten hast!

b.
Setze A = 3, B = 2, C = 5,   D = 1, E = 4 sowie a = 0, b = 5,   c = 10, d = 15 und e = 20. Erhältst du auch in diesem Fall ein pandiagonales magisches 5x5-Quadrat?
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	c.
Begründe: Egal in welcher Reihenfolge man die Größen A, B, C, D, E durch die  Zahlen 0, 5, 10, 15, 20 und die Größen a, b, c, d, e durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 (oder A, B, C, D, E durch 1, 2, 3, 4, 5 und a, b, c, d, e durch 0, 5, 10, 15, 20) ersetzt, erhält man stets ein pandiagonales magisches 5x5-Quadrat mit den Eintragungen 1 bis 25.
d.
Setze einige weitere pandiagonale magische 5x5-Quadrate zusammen!
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	Von symmetrischen Lagen abgesehen gibt es insgesamt 3600 verschiedene pandiagonale magische 5x5-Quadrate mit den Eintragungen 1 bis 25, und jedes dieser Quadrate kann mit der in Aufgabe 22 c vorgestellten Methode erzeugt werden.

	
	a.
In welcher Reihenfolge musst du den Größen A, B, C, D, E, a, b, c, d und e aus der Abbildung zu Aufgabe 22 die Zahlen 0, 5, 10, 15, 20, 1, 2, 3, 4 und 5 zuordnen, um die beiden pandiagonalen magischen Quadrate aus Aufgabe 21 zu erhalten?

b.
Wie muss man die Größen A, B, C, D, E den Zahlen 0, 5, 10, 15 und a, b, c, d, e den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 (bzw. A, B, C, D, E den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und a, b, c, d, e den Zahlen 0, 5, 10, 15) zuordnen, um symmetrische pandiagonale magische 5x5-Quadrate zu erhalten?

c.
Setze einige Beispiele für symmetrische pandiagonale magische 5x5-Quadrate zusammen! 

d.
In jedem pandiagonalen magischen 5(5-Quadrat gibt es neben den Zeilen, Spalten und Diagonalen noch zahlreiche weitere Fünfergruppen von Zahlen, die ebenfalls die magische Konstante als Summe haben. Kannst du solche Zahlengruppen in der Abbildung zu Aufgabe 22 entdecken?


Tipp: Viele weitere Aufgaben zu magischen Quadraten und andere Zahlen- und Ziffernfiguren findet man in 

Koth M.: Spielereien mit Zahlen und Ziffern. Aulis Verlag Deubner, Köln (2005).
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