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1. Die Spielregeln für das Lotto 6 aus 45

Beim Lotto 6 aus 45 geht es um die Voraussage von sechs Zahlen, die in einer bestimmten Lotto-Runde aus der Zahlenreihe 1 bis 45 gezogen werden. Die Spieler kreuzen in einem Feld eines Spielscheins, das die Zahlen 1 bis 45 enthält, sechs Zahlen an. Die Anzahl der Übereinstimmungen zwischen den vom Spieler angekreuzten Zahlen und den Gewinnzahlen entscheidet dann über den Gewinn.

Die Gewinnzahlen werden folgendermaßen ermittelt: 

· Jeden Mittwoch Abend und jeden Sonntag Abend findet (öffentlich und unter Aufsicht eines Notars) eine Lottoziehung statt.

· In einem durchsichtigen Ziehungsgerät befinden sich 45 mit den Zahlen 1 bis 45 beschriftete Kugeln. Nach einem Mischungsvorgang wird eine dieser Kugeln ausgeworfen. 

· Die übrigen 44 Kugeln werden erneut gemischt, eine zweite Kugel wird ausgeworfen usw., bis sechs Gewinnzahlen und (durch eine siebente Kugel) eine Zusatzzahl bestimmt sind.

Zur Zeit sind für einen Lottotipp 0,85 € zu bezahlen: 

· Davon entfallen 0,108 € auf einen Verwaltungskostenbeitrag, 

· und  0,742 € auf den eigentlichen Wetteinsatz. 

Nur 50% des gesamten Wetteinsatzes einer Runde werden als Gewinnsumme ausgeschüttet. Diese Gewinnsumme wird auf fünf Gewinnränge aufgeteilt:

	 1. Rang
	 6 richtige Gewinnzahlen
	  42 %

	 2. Rang
	 5 richtige Gewinnzahlen und Zusatzzahl
	    8 %       der

	 3. Rang
	 5 richtige Gewinnzahlen ohne Zusatzzahl
	    9 %    Gewinn-

	 4. Rang
	 4 richtige Gewinnzahlen
	  16 %      summe

	 5. Rang
	 3 richtige Gewinnzahlen
	  25 %


Hat ein Spieler, zum Beispiel, genau drei der sechs Gewinnzahlen richtig angekreuzt, so gewinnt er im 5. Rang, hat er genau fünf der sechs Gewinnzahlen und die Zusatzzahl richtig, so gewinnt er im 2. Rang.

Bei der Verteilung der Gewinnsumme wird nach folgenden Regeln vorgegangen:

· Der Gewinn in einem Gewinnrang schließt einen Gewinn mit demselben Tipp in einem niedrigeren Gewinnrang aus (z.B. „6 Richtige“ sind nicht zugleich auch „4 Richtige“).

· Liegen mehrere Gewinntipps im gleichen Rang vor, so wird die Gewinnsumme dieses Ranges zu gleichen Teilen auf die gewinnberechtigten Tipps aufgeteilt (Einzelgewinne werden dabei auf den nächsten 10 Cent Betrag abgerundet).

· Wird in einem Rang kein Gewinn ermittelt, so wird der zugehörige Gewinnsummenanteil  dem gleichen Rang der nächstfolgenden Runde zugeschlagen (Jackpotprinzip).

Auf einem normalen Lottoschein können bis zu 12 Lottotipps abgegeben werden. Der Spieler kann darüber hinaus wählen, ob seine Tipps nur einer bzw. an bis zu zehn unmittelbar auf die Abgabe aufeinanderfolgenden Lotto-Runden teilnehmen sollen.

Daneben gibt es auch noch die sogenannten Systemscheine, auf denen 48 Variationssysteme angeboten werden:

· Bei den Systemen 0/07, 0/08, 0/09,...., 0/12 kreuzt der Spieler 7, 8, 9, ... bzw. 12 „Wahlzahlen“ an. Das entspricht der Abgabe aller möglichen Tippreihen, die aus Sechserkombinationen dieser Wahlzahlen gebildet werden können. Entscheidet sich der Spieler, zum Beispiel, für das System 0/12, so kreuzt er 12 der Zahlen 1 bis 45 als Wahlzahlen an, und hat damit insgesamt 
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 = 924 Tippreihen ausgewählt. Für einen solchen Systemspiel-Tipp sind daher 924*0,75 € = 693 € zu bezahlen.

· Bei den Systemen 1/07, 1/08, ..., 1/11, 2/06, 2/07, 2/08,...,2/13, 3/05, 3/06,....,3/18, 4/05, ....,4/18 sowie 5/40 hat der Spieler Bankzahlen und Wahlzahlen anzugeben. Hier bedeutet, zum Beispiel, 3/08, dass man 3 Bankzahlen und 8 Wahlzahlen ankreuzt. In diesem Fall hat man alle jene Tippreihen gewählt, die einerseits die 3 Bankzahlen und daneben alle möglichen Dreierkombinationen aus den 8 Wahlzahlen enthalten. Insgesamt sind das 
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= 56 Tippreihen, daher sind für dieses Systemspiel 56*0.75 € = 42 € zu bezahlen.

Bei den Systemspielen werden also die Tippreihen aus wenigen vom Spieler ausgewählten Zahlen kombiniert. Das Ausfüllen eines Systemscheins bringt eine wesentliche Schreibersparnis gegenüber dem Ankreuzen der entsprechenden Anzahl von Tippreihen auf normalen Lottoscheinen, und bietet dem Spieler einen Anreiz, viele Tipps abzugeben. Auch bei den Systemscheinen kann der Spieler wählen, ob seine Tipps nur an einer oder an bis zu zehn aufeinanderfolgenden Spielrunden teilnehmen soll.

Mit den Lottoscheinen bzw. den Lottosystemscheinen kann außerdem an einem weiteren Glücksspiel, dem „Joker“ teilgenommen werden, das unabhängig vom Lotto 6 aus 45 ist. Dazu muss das vorgesehene „Ja“ - Feld auf dem Spielschein angekreuzt und ein zusätzlicher Einsatz von 1 € geleistet werden.

Gewinn        
Ziehungsdatum


EUR 7.164.511,40
Mi, 19.02.2003

EUR 6.621.476,50       
So, 03.02.2002

EUR 5.911018,80
So, 02.05.2004
S0,2.5.0

EUR 4.529.465,27       
So, 04.03.2001


EUR 4.375.915,13       
So, 25.08.1996


EUR 4.313.898,03       
So, 11.02.1990
EUR 4.312.664,84       
So, 30.09.2001
Ab:

EUR 4.299.068,33       
So, 14.10.2001


EUR 4.290.832,69       
So, 01.06.1997


Abb: Die bisher größten Lottogewinne (bis November 2004)

Aktuelle Informationen zum österreichischen Lotto 6 aus 45 (Spielregeln, Statistiken über Ergebnisse,  und insbesondere die seit 1986 in den einzelnen Spielrunden gezogenen Gewinnzahlen als Excel-File zum Downloaden,...) findet man unter www.lottery.co.at
2. Die Gewinnwahrscheinlichkeit beim Lotto 6 aus 45

a) Angenommen, jemand gibt bei einer Runde des Lottos 6 aus 45 einen Tipp ab. Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass er genau 6, 5, 4, 3, 2, 1 bzw. 0 der sechs Gewinnzahlen richtig hat?

Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten können mit Hilfe des folgenden Urnenmodells bestimmt werden: In einer Urne befinden sich 45 Kugeln, die von 1 bis 45 nummeriert sind. Davon sind sechs Kugeln rot, und zwar jene Kugeln, deren Nummern die Tippreihe des Spielers bilden. Die übrigen 39 Kugeln sind schwarz. Aus dieser Urne werden sechs Kugeln ohne Zurücklegen gezogen. 

„6 Richtige“ hat der Spieler genau dann, wenn bei sechsmaligem Ziehen ohne Zurücklegen sechs rote Kugeln gezogen werden. Die zugehörige Wahrscheinlichkeit wird durch den folgenden Pfad beschrieben:
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Durch Multiplikation der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten erhält man:

P(6 Richtige) =  
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„4 Richtige“ hat der Spieler genau dann, wenn bei sechsmaligem Ziehen ohne Zurücklegen vier rote und zwei schwarze Kugeln gezogen werden. Die Zugfolge RRRRSS (d.h. zuerst vier rote und dann zwei schwarze Kugeln) wird durch den folgenden Pfad beschrieben:
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Es ist leicht einzusehen, dass jede Zugfolge mit vier roten und zwei schwarzen Kugeln mit der gleich großen Wahrscheinlichkeit
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auftritt. Da es  
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 verschiedene Zugfolgen mit vier roten unter den sechs gezogenen Kugeln gibt, erhält man

P(4 Richtige) =  
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Analog dazu überlegt man die übrige Fälle:

P(5 Richtige) =  
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P(3 Richtige) = 
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P(2 Richtige) = 
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P(1 Richtige) = 
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P(0 Richtige) = 
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Die obigen Wahrscheinlichkeiten für „n richtige Gewinnzahlen“ könnten auch mit Hilfe der hypergeometrischen Verteilung berechnet werden:

Man betrachtet wieder die Urne mit den von 1 bis 45 nummerierten Kugeln, von denen 6 Kugeln rot und die übrigen 39 Kugeln schwarz sind. Insgesamt gibt es 
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 Möglichkeiten, aus dieser Urne sechs Kugeln ohne Zurücklegen zu ziehen. „k Richtige“ (0 ( k ( 6) hat der Spieler dann, wenn dabei k rote Kugeln und 6-k schwarze gezogen werden. Es gibt 
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 Möglichkeiten, k von 6 roten Kugeln auszuwählen, und 
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 Möglichkeiten, die restlichen 6-k Kugeln aus den 39 schwarzen Kugeln auszuwählen. Insgesamt gibt es daher 
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 Möglichkeiten, k rote und 6-k schwarze Kugeln zu ziehen. Daraus folgt, dass:


P(k Richtige) = 
[image: image18.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

6

45

6

39

6

k

k


b)
Angenommen, jemand gibt bei einer Runde des Lottos 6 aus 45 einen Tipp ab. Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass er


b1) 5 Richtige mit Zusatzzahl,


b2) 5 Richtige ohne Zusatzzahl hat?

Bei jeder  Lottoziehung wird nach den sechs Gewinnzahlen noch eine siebente Zahl, die sogenannte Zusatzzahl, gezogen. Diese ist nur für jene Tippreihen von Bedeutung, die genau fünf Übereinstimmungen mit den sechs Gewinnzahlen aufweisen. Bei genau „5 Richtigen“ ist der Gewinn höher, wenn die sechste vom Spieler angekreuzte Zahl mit der Zusatzzahl übereinstimmt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der Fälle „5 Richtige mit Zusatzzahl“ bzw. „5 Richtige ohne Zusatzzahl“ kann ebenfalls mit Hilfe des vorhin betrachteten Urnenexperiments ermittelt werden:

Hat der Spieler nach Ziehen der sechs Gewinnzahlen genau fünf Richtige, so sind aus der betrachteten Urne fünf rote und eine schwarze Kugel gezogen worden. Somit liegen noch eine rote und 38 schwarze Kugeln in der Urne.

Aus dieser Urne wird nun ein siebentes Mal gezogen: Die Wahrscheinlichkeit, dabei die eine rote Kugel zu erwischen, beträgt 1/39, die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen, 38/39. Daraus folgt:


P(5 Richtige mit Zusatzzahl) = 
[image: image19.wmf]8145060

6

39

1

8145060

234

)

5

(

=

×

4

3

4

2

1

Richtige

P

 ( 0,0000007366


P(5 Richtige ohne Zusatzzahl) = 
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3. Weitere Aufgabenstellungen zur Gewinnwahrscheinlichkeit

a) Angenommen, jemand gibt bei jeder Lottorunde einen Tipp ab. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb eines Jahres (d.h. 104 Spielrunden) mindestens einmal sechs Richtige bzw. mindestens einmal einen Gewinn (d.h. mindestens drei Richtige) hat?

Bei jeder Lottorunde hat der Spieler mit Wahrscheinlichkeit p = 
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 einen Sechser und mit Wahrscheinlichkeit 1-p keinen Sechser. Da die einzelnen Spielrunden voneinander unabhängig sind, ist die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Sechser unter 104 Spielrunden angibt, 104-p-binomialverteilt. Gesucht ist P(X ( 1).

P(X ( 1) = 1 - P(X = 0) = 
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Die Wahrscheinlichkeit,  innerhalb eines Jahres mindestens einmal sechs Richtige zu haben, beträgt also nur ( 0,00001.

Mindestens drei Richtige hat der Spieler, wenn er entweder 6 oder 5 oder 4 oder 3 der sechs Gewinnzahlen richtig hat. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Lottorunde mit einem Tipp mindestens drei Richtige zu haben, beträgt daher p = P(6 Richtige) + P(5 Richtige) + P(4 Richtige) + P(3 Richtige) =
[image: image23.wmf]8145060
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. Analog zur obigen Berechnung erhält man die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres mindestens einmal drei Richtige zu haben:

P(X ( 1) = 1 - P(X = 0) = 
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b) In welchem Fall hat man die größte Aussicht mit 1000 Lottotipps mindestens einmal sechs Richtige zu treffen:


b1) wenn man bei 1000 Spielrunden je einen Tipp abgibt,


b2) wenn man bei 100 Spielrunden je 10 verschiedene Tipps abgibt,


b3) wenn man bei 10 Spielrunden je 100 verschiedene Tipps abgibt,


b4) wenn man bei einer Spielrunde 1000 verschiedene Tipps abgibt?

Wieder ist zu berücksichtigen, dass die einzelnen Spielrunden voneinander unabhängig sind. 

Gibt man bei jeder Spielrunde einen Tipp ab, so ist die Anzahl X der in 1000 Spielrunden gewonnenen Sechser n-p-binomialverteilt mit n = 1000 und p = 
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Gibt man bei einer Spielrunde 10 verschiedene Tipps ab, so ist die Wahrscheinlichkeit, sechs Richtige zu haben, genau zehnmal so groß wie bei Abgabe eines einzigen Tipps. In diesem Fall hat man mit Wahrscheinlichkeit p = 
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 einen Sechser und mit Wahrscheinlichkeit 1-p keinen Sechser. Gibt man nun bei 100 Spielrunden jedes Mal 10 verschiedene Tipps ab, so ist die Anzahl X der in diesen 100 Spielrunden gewonnenen Sechser n-p-binomialverteilt mit n = 100 und p = 
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Analog dazu ist die Anzahl X der Sechser im dritten Fall binomialverteilt mit n = 10 und p = 
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, und im vierten Fall beträgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
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Als Ergebnis erhält man daher:

	
	n
	p
	P(X ( 1) = 1 - P(X = 0) = 1 - (1-p)n

	b1)
	1000
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	b2)
	100
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	b3)
	10
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Die Wahrscheinlichkeit, mit 1000 Lottotipps mindestens einmal „6 Richtige“ zu erzielen, ist also dann am größten, wenn bei einer einzigen Lottorunde 1000 verschiedene Tipps abgegeben werden. 

Man beachte: 

*) Obwohl die Wahrscheinlichkeiten für „mindestens einmal 6 Richtige“ in den vier betrachteten Fällen verschieden groß sind, ist der Erwartungswert für die Anzahl von Tipps mit 6 Richtigen in allen vier Fällen gleich groß, nämlich (  =  n(p =
[image: image38.wmf]8145060

1000
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*) Im Fall b4) können „6 Richtige“ höchstens einmal auftreten, bei b1), b2) bzw. b3) dagegen sind „6 Richtige“ theoretisch bis zu zehnmal, hundertmal bzw. tausendmal möglich.

c) Angenommen, jemand gibt bei jeder Lottorunde einen Tipp ab. Wie viele Spielrunden wären erforderlich, damit er mit 95%iger Wahrscheinlichkeit mindestens einmal mit sechs Richtigen bzw. mindestens einmal mit einem Gewinn rechnen kann?

Die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Sechser unter n Spielrunden angibt, ist n-p-binomialverteilt mit p = 
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 und unbekanntem n.

Gesucht ist ein möglichst kleines n, für das  P(X ( 1) = 1 - P(X = 0) = 1 - (1-p)n ( 0,95 ist.

Nun ist  1 - (1-p)n ( 0,95  (  (1-p)n  ( 0,05  (  n(log(1-p) ( log(0,05)  (  



(  n ( 
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 24 400 417,6.

Um mit 95%iger Wahrscheinlichkeit mindestens einmal mit 6 Richtigen rechnen zu können, wären also 24 400418 Spielrunden erforderlich. Bei 104 Spielrunden pro Jahr sind das ca. 234 619 Jahre.

Analog dazu erhält man für  p = 
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 124,2.

Gibt man bei jeder Lottorunde einen Tipp ab, so kann man mit 95%iger Wahrscheinlichkeit damit rechnen, innerhalb von 125 Spielrunden mindestens einmal zu gewinnen.

d) Angenommen, ein Lottospieler hat nach der Ziehung der ersten drei Gewinnzahlen bereits 3 Richtige. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er mit diesem Tipp 6 Richtige, 5 Richtige mit Zusatzzahl, 5 Richtige ohne Zusatzzahl, 4 Richtige bzw. 3 Richtige haben wird?

Die Ziehung der letzten drei Gewinnzahlen kann man als ein Lotto „3 aus 42“ auffassen:

Wir betrachten wieder die Urne aus Aufgabe 2a). Nach Ziehen von drei roten Kugeln befinden sich noch 42 Kugeln in der Urne, und zwar 39 schwarze und 3 rote (diese entsprechen den restlichen drei vom Spieler angekreuzten Gewinnzahlen). Aus dieser  Urne wird nun dreimal ohne Zurücklegen gezogen, und anschließend durch eine vierte Ziehung die Zusatzzahl ermittelt. 

	Spieler hat 

insgesamt
	Anzahl der Richtigen

bei „3 aus 42“
	Wahrscheinlichkeit

	6 Richtige
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[image: image43.wmf]»

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

11480

1

3

42

1

 0,0000871

	5 Richtige mit 

Zusatzzahl
	2 und Zusatzzahl
	
[image: image44.wmf]11480

3

39

1

3

42

1

39

2

3

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

 ( 0,00026132
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4. Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl gezogen wird

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl (zum Beispiel die Zahl 19) bei einer Lottorunde als erste, als zweite, ... , als sechste Gewinnzahl gezogen wird?

Das Ereignis „die Zahl k wird als i-te Gewinnzahl gezogen“ bedeutet, dass die Zahl k als erste, zweite bis (i-1)-te Gewinnzahl nicht gezogen und als i-te Zahl gezogen wird. Die zugehörige Wahrscheinlichkeit kann mit Hilfe eines Baumdiagramms veranschaulicht und mit Hilfe der Multiplikationsregel berechnet werden:

P(k wird als 1. Zahl gezogen) = 
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P(k wird als 2. Zahl gezogen) =  
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P(k wird als 3. Zahl gezogen) =  
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P(k wird als 6. Zahl gezogen) = 
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b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl (zum Beispiel die Zahl 19)  bei einer Lottorunde unter den sechs Gewinnzahlen ist?

Die Zahl k ist Gewinnzahl, wenn sie entweder als erste Zahl oder als zweite Zahl, ..., oder als sechste Zahl gezogen wird. Jedes dieser Ereignisse hat die Wahrscheinlichkeit 1/45. Da die sechs Ereignisse einander ausschließen, folgt aus dem Additionssatz, dass

P(k ist Gewinnzahl ) =  
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Man könnte die gesuchte Wahrscheinlichkeit auch mit Hilfe der hypergeometrischen Verteilung bestimmen: Dazu betrachtet man eine Urne mit einer roten Kugel (nämlich jener, die der Zahl k entspricht) und 44 schwarzen Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei sechsmaligem Ziehen ohne Zurücklegen die eine rote Kugel und fünf schwarze Kugeln gezogen werden, ist gegeben durch:

P(k ist Gewinnzahl) = 
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c)
Wie viele Lottorunden vergehen im Mittel, bis eine vorgegebene Zahl als Gewinnzahl gezogen wird?

Die Zufallsvariable X, die (von einem festen Zeitpunkt weg) die Anzahl der Spielrunden bis zur Ziehung der vorgegebenen Zahl angibt, ist geometrisch verteilt mit dem Parameter p = 6/45. Der Erwartungswert von X ist  1/p = 45/6 = 7,5. Der Abstand zwischen zwei Ziehungen dieser Zahl beträgt also über lange Zeit gesehen im Mittel 7,5 Wochen.

Ist die geometrische Verteilung nicht bekannt, so kann der gesuchte Erwartungswert auch folgendermaßen berechnet werden:

Es besteht die Möglichkeit, dass die vorgegebene Zahl das nächste Mal nach 1, 2, 3, ...., i, .... Wochen gezogen wird. Die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten sind in der zweiten Zeile der folgenden Tabelle angegeben.

	i
	1
	2
	3
	4
	....
	i
	....

	P(X = i)
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Der Erwartungswert ist nun gegeben durch:

E(X) =  
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5. Wiederholtes Auftreten einer Gewinnzahl

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass mindestens eine, keine, genau eine, genau zwei, ....., genau sechs der bei einer Spielrunde gezogenen Gewinnzahlen auch bei der folgenden Spielrunde unter den Gewinnzahlen sind?

Man kann die Fragestellung auch folgendermaßen formulieren: Angenommen, man gibt als Tipp die sechs Gewinnzahlen der letzten Spielrunde ab. Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine Richtige, keine Richtige, genau eine Richtige,... zu haben? Hier wird also einfach nach den in Aufgabe 2a) berechneten Gewinnwahrscheinlichkeiten gefragt.

b) Bei den ersten 540 Spielrunden des österreichischen Lottos 6 aus 45 ist es 317-mal vorgekommen, dass mindestens eine der sechs Gewinnzahlen der letzten Spielrunde auch bei der darauffolgenden Spielrunde gezogen worden ist. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für eine so starke oder noch stärkere Abweichung vom erwarteten Wert?

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Spielrunde mindestens eine der sechs Gewinnzahlen der letzten Runde unter den Gewinnzahlen ist, beträgt:

P(X(1) = 1 - P(X=0) = 1 - 
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Da die einzelnen Spielrunden voneinander unabhängig sind, ist die Zufallsvariable X, die angibt, wie oft in 540 Spielrunden mindestens eine der Gewinnzahlen der letzten Runde noch einmal gezogen wird, 540-0,6-binomialverteilt.

Ihr Erwartungswert ist  ( = np = 540.0,6 = 324.

Tatsächlich aufgetreten ist X = 317. Eine so starke oder noch stärkere Abweichung vom erwarteten Wert bedeutet (X(317) ( (X(331).

Gesucht ist also  P(X(317) + P(X(331).

Da (² = 540.0,6.0,4 = 129,6 > 9 ist, darf die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung mit ( = 324 und ( = 
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 11,384 angenähert werden. Wendet man die Stetigkeitskorrektur an, so ist  P(X(317,5) + P(X(330,3) = 2. P(X(317,5) zu berechnen.

Setzt man  317,5 = ( + z.(, so erhält man  z ( -0,57. Daher ist  

2. P(X(317,5) ( 2.((-0,57) ( 2.(1- ((0,57)) ( 2.(1-0,71566) ( 0,56868.

Die Wahrscheinlichkeit für eine so starke oder noch stärkere Abweichung vom erwarteten Wert beträgt also ca. 56,9%.

c)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Zahl 4


c1) bei den nächsten fünf Spielrunden jedes Mal unter den Gewinnzahlen ist,


c2) bei den nächsten zehn Spielrunden genau fünfmal unter den Gewinnzahlen ist?

Bei jeder Spielrunde wird die Zahl 4 mit Wahrscheinlichkeit 6/45 gezogen und mit Wahrscheinlichkeit 39/45 nicht gezogen. Da die einzelnen Spielrunden voneinander unabhängig sind, ist die Zufallsvariable X, die angibt, wie oft die Zahl 4 in den nächsten fünf Spielrunden unter den Gewinnzahlen ist, 5-6/45-binomialverteilt. Daraus folgt, dass die Zahl 4 mit Wahrscheinlichkeit



[image: image64.wmf]»

÷

ø

ö

ç

è

æ

5

45

6

 0,00004

bei den nächsten fünf Spielrunden jedes Mal unter den Gewinnzahlen ist.

Analog dazu ist die Zufallsvariable, die angibt, wie oft die Zahl 4 in den nächsten zehn Spielrunden unter den Gewinnzahlen ist, 10-6/45-binomialverteilt. Die in c2) gesuchte Wahrscheinlichkeit beträgt daher
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6. Größte und kleinste bzw. gerade und ungerade Gewinnzahlen

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl k als kleinste (als größte) der sechs Gewinnzahlen beim Lotto 6 aus 45 gezogen wird?

Sei k die kleinste gezogene Zahl. Weil insgesamt sechs Zahlen gezogen werden, ist dann 1 ( k ( 40. Die übrigen fünf Gewinnzahlen müssen aus den  45-k  Zahlen k+1, k+2, k+3, ...,45 gewählt werden. Dafür gibt es  
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 Möglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass k als kleinste Gewinnzahl gezogen wird, ist daher 

	P(k ist kleinste Gewinnzahl) =  
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Genauso überlegt man die Wahrscheinlichkeit, dass k (6 ( k ( 45) als größte der sechs Gewinnzahlen gezogen wird:

	P(k ist größte Gewinnzahl) =  
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Ist 1 die kleinste der sechs Gewinnzahlen, so können die übrigen fünf Gewinnzahlen aus 44 Zahlen gewählt werden. Dasselbe gilt für den Fall, dass 45 als größte der sechs Gewinnzahlen gezogen wird. Es gibt also gleich viele Tippreihen mit kleinster Zahl 1 wie Tippreihen mit größter Zahl 45. Analog dazu gibt es gleich viele Tippreihen mit kleinster Zahl 2, 3, 4, .... wie Tippreihen mit größter Zahl 44, 43, 42,....

	kleinste

Gewinnzahl
	Anzahl der

Tippreihen
	Wahrscheinlichkeit
	größte

Gewinnzahl

	1
	1086008
	0,13333
	45

	2
	962598
	0,11818
	44

	3
	850668
	0,10444
	43

	4
	749398
	0,09201
	42

	5
	658008
	0,08079
	41

	6
	575757
	0,07069
	40

	7
	501942
	0,06163
	39

	8
	435897
	0,05352
	38

	9
	376992
	0,04628
	37

	10
	324632
	0,03986
	36

	11
	278256
	0,03412
	35

	12
	237336
	0,02914
	34

	13
	201376
	0,02472
	33

	14
	169911
	0,02086
	32

	15
	142506
	0,01750
	31

	16
	118755
	0,01458
	30

	17
	98280
	0,01207
	29

	18
	80730
	0,00992
	28

	19
	65780
	0,00808
	27

	20
	53130
	0,00652
	26

	21
	42504
	0,00522
	25

	22
	33649
	0,00413
	24

	23
	26334
	0,00323
	23

	24
	20349
	0,00250
	22

	25
	15504
	0,00190
	21

	26
	11628
	0,00143
	20

	27
	8568
	0,00105
	19

	28
	6188
	0,000760
	18

	29
	4368
	0,000536
	17

	30
	3003
	0,000369
	16

	31
	2002
	0,000246
	15

	32
	1287
	0,000158
	14

	33
	792
	0,0000972
	13

	34
	462
	0,0000567
	12

	35
	252
	0,0000309
	11

	36
	126
	0,0000155
	10

	37
	56
	0,0000069
	9

	38
	21
	0,0000026
	8

	39
	6
	0,00000074
	7

	40
	1
	0,00000012
	6


b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich als Spannweite der sechs Gewinnzahlen beim Lotto 6 aus 45 die Zahl k  ergibt?

Die Spannweite, d.h. die Differenz von größter und kleinster Gewinnzahl, kann nur die Werte 5 bis 44 annehmen.

Hat die Spannweite den Wert k, so liegen genau  k-1  Zahlen zwischen der kleinsten und der größten Gewinnzahl. Für die Auswahl der vier restlichen Gewinnzahlen gibt es daher genau 
[image: image69.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

4

1

k

 Möglichkeiten. Als kleinste bzw. größte Gewinnzahl können die  45-k  Zahlenpaare (1 / k+1), (2 / k+2), (3/  k+3),....,(45-k / 45) auftreten. Daraus folgt:

	P(Spannweite = k) =  
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c) Wie groß ist beim Lotto 6 aus 45 die Wahrscheinlichkeit, dass keine, genau eine, genau zwei, ..., genau sechs gerade Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen sind?

Als Gewinnzahlen kommen 22 gerade und 23 ungerade Zahlen in Frage. Die Anzahl der geraden Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen ist hypergeometrisch verteilt. Es ist

P(k Gewinnzahlen sind gerade) =  
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	P(X = k)

	0
	100 947
	0,01239

	1
	740 278
	0,09089

	2
	2 045 505
	0,25113

	3
	2 727 340
	0,33485

	4
	1 850 695
	0,22722

	5
	605 682
	0,07436

	6
	74 613
	0,00916


Ohne explizite Verwendung der hypergeometrischen Verteilung könnte man diese Wahrscheinlichkeiten auch mit Hilfe eines Baumdiagramms und der elementaren Wahrscheinlichkeitsregeln bestimmen: Man geht von einer Urne aus, in der 22 rote und 23 schwarze Kugeln liegen, und zieht daraus sechsmal ohne Zurücklegen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei, zum Beispiel, zwei rote und vier schwarze Kugeln gezogen werden  (d.h. zwei gerade und vier ungerade Zahlen), ist gegeben durch:
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7. Mehrlinge unter den Gewinnzahlen

a)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde


- genau vier Zahlen,


- genau fünf Zahlen,


- genau sechs Zahlen


direkt aufeinanderfolgen?


Wie viele Spielrunden vergehen im Mittel, bis vier (bzw. fünf oder sechs) aufeinanderfolgende Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen sind?

Insgesamt gibt es 42 Vierlinge, nämlich {1,2,3,4}, {2,3,4,5},.......,{42,43,44,45}. Für den ersten und den letzten dieser Vierlinge gilt: Damit kein Fünfling oder Sechsling entsteht, müssen die beiden restlichen Gewinnzahlen aus den 40 Zahlen {6,7,8,...,45} bzw. {1,2,3,...,40} ausgewählt werden. Dafür gibt es jeweils 
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Bei den übrigen 40 Vierlingen müssen die beiden restlichen Gewinnzahlen aus jeweils 39 Zahlen ausgewählt werden. Hier gibt es jeweils 
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= 741 Möglichkeiten. Insgesamt gibt es also  2*780 + 40*741 = 31200 verschiedene Tipps mit genau vier unmittelbar aufeinanderfolgenden Zahlen. (Darunter fallen alle Tipps, die einen echten Vierling und sonst keine benachbarten Zahlen enthalten, und auch alle Tipps, die aus einem echten Vierling und einem Zwilling bestehen (siehe Abschnitt 7c)). Daraus folgt, dass


P(genau vier aufeinanderfolgende Gewinnzahlen) = 
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Genauso überlegt man, dass es  
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 2 *39 + 39*38 = 1560 mögliche Tipps mit einem Fünfling und 40 Tipps mit einem Sechsling gibt.


P(Fünfling) = 
[image: image79.wmf]»
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P(Sechsling) = 
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Die Zufallsvariable, die die Wartezeit (in Spielrunden) bis zur Ziehung von vier aufeinanderfolgenden Gewinnzahlen angibt, ist geometrisch verteilt mit dem Parameter  p = 0,00383 (siehe dazu auch Abschnitt 4c). Der Abstand zwischen dem Auftreten von vier direkt benachbarten Gewinnzahlen wird über lange Zeit gesehen im Mittel also etwa  1/p ( 261 Spielrunden (( 2,5 Jahre) betragen. Analog dazu ist der Erwartungswert für die Wartezeit auf Fünflinge 5.221 Spielrunden (( 50 Jahre), auf Sechslinge sogar 203.626,5 Spielrunden (( 1958 Jahre).

b)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde mindestens zwei benachbarte Zahlen sind?

Seien x1, x2, x3, x4, x5, x6 die sechs Gewinnzahlen einer Runde in aufsteigender Reihenfolge, d.h. 1 (  x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 ( 45. 

Gibt es keine benachbarten Zahlen unter diesen Gewinnzahlen, so ist xi < xi+1 -1 für 1 ( i ( 6. In diesem Fall ist also  1 ( x1 < x2 -1 < x3 - 2 < x4 - 3 < x5 - 4 < x6 - 5 ( 40, und die Menge {x1, x2 -1, x3 - 2, x4 - 3, x5 - 4, x6 - 5} ist eine 6-elementige Teilmenge aus den Zahlen 1 bis 40. 

Umgekehrt ist für jede Menge {y1, y2, y3, y4, y5, y6} mit 1( y1 < y2 < y3 < y4 < y5 < y6 ( 40 die Menge {y1, y2 + 1, y3 + 2, y4 + 3, y5 + 4, y6 + 5} eine sechselementige Teilmenge der Zahlen 1 bis 45, in der keine zwei Zahlen benachbart sind.

Daraus folgt, dass es genau gleich viele Lottotipps ohne benachbarte Zahlen gibt wie sechselementige Teilmengen aus den Zahlen 1 bis 40, nämlich 
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. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde keine benachbarten Zahlen sind, beträgt daher:

P(keine benachbarten Zahlen) = 
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Mindestens zwei benachbarte Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen treten auf mit Wahrscheinlichkeit:

P(mind. zwei benachbarte Zahlen) = 1 -  
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c)
Für benachbarte Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen gibt es die folgenden Möglichkeiten (dabei wird jeweils angenommen, dass es außer dem angeführten Mehrling keine weiteren benachbarten Zahlen gibt):


c1) ein  Zwilling,


c2) zwei  Zwillinge,


c3) drei Zwillinge,


c4) ein Drilling,


c5) zwei Drillinge,


c6) ein Zwilling und ein Drilling,


c7) ein Vierling,


c8) ein Vierling und ein Zwilling,


c9) ein Fünfling,


c10) ein Sechsling.


Wie groß ist jeweils die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der einzelnen Fälle?

Hier kann man wiederum die in b) vorgestellte Abbildung


{x1, x2, x3, x4, x5, x6}  (  {x1, x2 - 1, x3 - 2, x4 - 3, x5 - 4, x6 - 5}

betrachten: 

Jedem Lottoergebnis mit einem Zwilling an der ersten und zweiten Stelle (d.h. x2 = x1 + 1) und keinen weiteren benachbarten Zahlen, entspricht eine fünfelementige Teilmenge aus den Zahlen 1 bis 40 und umgekehrt. Es gibt daher genau  
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 verschiedene derartige Tipps. Analoges gilt für den Fall, dass der Zwilling an der 2. und 3. Stelle, an der 3. und 4. Stelle, an der 4. und 5. Stelle bzw. an der 5. und 6. Stelle der aufsteigend geordneten Gewinnzahlen auftritt. Insgesamt gibt es daher  5.
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 verschiedene Tipps, die genau einen Zwilling und sonst keine benachbarten Zahlen aufweisen.

P(1 echter Zwilling) = 
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Die Lottoergebnisse mit einem Zwilling an der ersten und zweiten Stelle sowie einem weiteren Zwilling an der dritten und vierten Stelle und sonst keinen benachbarten Zahlen werden durch die Abbildung


{x1, x2, x3, x4, x5, x6}  (  {x1, x2 - 1, x3 - 2, x4 - 3, x5 - 4, x6 - 5}

bijektiv auf die vierelementigen Teilmengen aus den Zahlen 1 bis 40 abgebildet. es gibt daher genau  
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 solche Tipps. 

Nun ist noch zu berücksichtigen, dass die beiden Zwillinge (Z) und die beiden einzelnen Gewinnzahlen (E) auch in anderer Reihenfolge auftreten können. Insgesamt gibt es  
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 verschiedene Anordnungen, nämlich: ZZEE, ZEZE, EZZE, ZEEZ, EZEZ, EEZZ. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Runde genau zwei Zwillinge und sonst keine benachbarten Zahlen sind, beträgt daher:

P(2 echte Zwillinge) =  
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Analog dazu überlegt man die übrigen Fälle. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle dargestellt:

	Ereignis
	Wahrscheinlichkeit

	ein Zwilling
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	zwei Zwillinge
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	drei Zwillinge
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	ein Drilling
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	zwei Drillinge
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	ein Drilling und ein Zwilling
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	ein Vierling
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	ein Vierling und ein Zwilling
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	ein Fünfling
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	ein Sechsling
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	mindestens zwei benachbarte Zahlen
	1 -  
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8. Systemspiele beim Lotto 6 aus 45

a) Angenommen, ein Lottospieler gibt einen Systemtipp 0/12 mit 12 Wahlzahlen ab.


a1)
Wie viele Tippreihen umfasst dieses Systemspiel?


a2)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Spieler 6 Richtige, 5 Richtige mit Zusatzzahl, 5 Richtige ohne Zusatzzahl, 4 Richtige, 3 Richtige hat?


a3)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Spieler nicht gewinnt?


a4) 
Angenommen, der Spieler hat vier der Gewinnzahlen getroffen. Wie viele Tipps mit 4 Richtigen und wie viele mit 3 Richtigen hat er dann?

ad a1)
Der Spieler kreuzt in diesem Fall zwölf Wahlzahlen an und hat sich damit für alle möglichen Tippreihen entschieden, die aus Sechserkombinationen dieser Wahlzahlen gebildet werden können. Dieses Systemspiel umfasst daher insgesamt 
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 = 924 Tippreihen.

ad a2) 

„k Richtige“ (0 ( k ( 6) hat der Spieler genau dann, wenn k der sechs Gewinnzahlen aus den zwölf vom Spieler angekreuzten Wahlzahlen, und die restlichen 6-k Gewinnzahlen aus den 33 übrigen Zahlen gezogen werden. Daraus folgt:


P(k Richtige) = 
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Insbesondere erhält man

P(6 Richtige) = 
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P(5 Richtige) = 
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P(4 Richtige) = 
[image: image105.wmf]8145060

261360

 ( 0,032088

P(3 Richtige) = 
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„5 Richtige mit Zusatzzahl“ hat der Spieler dann, wenn er „5 Richtige“ hat und wenn außerdem die Zusatzzahl ein der restlichen sieben von ihm angekreuzten Wahlzahlen ist:

P(5 Richtige mit Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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P(5 Richtige ohne Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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ad a3)
Der Spieler gewinnt nichts, wenn er weniger als drei der Gewinnzahlen getroffen hat. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist

1 - [P(6 Richtige) + P(5 Richtige) + P(4 Richtige) + P(3 Richtige)] =
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ad a4)
Angenommen, der Spieler hat vier der sechs Gewinnzahlen getroffen. 

„4 Richtige“ enthalten in diesem Fall alle jene Tippreihen, die aus diesen vier Zahlen bestehen, und daneben noch zwei der restlichen acht Wahlzahlen enthalten. Der Spieler hat daher 
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 = 28 Tipps mit „4 Richtigen“. 

„3 Richtige“ enthalten alle jene Tipps, die drei der vier getroffenen Gewinnzahlen und drei der restlichen acht Wahlzahlen enthalten; das sind insgesamt  
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 = 4*56 = 224 Tipps.

b) Ein Lottospieler gibt einen Systemtipp 2/10 mit zwei Bankzahlen und 10 Wahlzahlen ab. 


b1)
Wie viele Tippreihen umfasst dieses Systemspiel?


b2)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Spieler 6 Richtige, 5 Richtige mit Zusatzzahl, 5 Richtige ohne Zusatzzahl, 4 Richtige, 3 Richtige hat?


b3)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Spieler nicht gewinnt?


b4)
Angenommen, der Spieler hat 

· zwei Bankzahlen und zwei Wahlzahlen,

· eine Bankzahl und drei Wahlzahlen,

· keine Bankzahl und vier Wahlzahlen richtig.



Wie viele Tipps mit 4 Richtigen und wie viele mit 3 Richtigen hat er dann jeweils?

ad b1)
In diesem Fall kreuzt der Spieler zwei Bankzahlen und zehn Wahlzahlen an. Er hat damit alle jene Tipps gesetzt, die einerseits die beiden Bankzahlen und  andrerseits alle möglichen Viererkombinationen aus den zehn Wahlzahlen enthalten. Insgesamt sind das 
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ad b2)
„6 Richtige“ hat der Spieler genau dann, wenn seine beiden Bankzahlen und vier seiner zehn Wahlzahlen als Gewinnzahlen gezogen werden. 

P(6 Richtige) = 
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„5 Richtige“ hat der Spieler dann, wenn

- entweder seine beiden Bankzahlen, drei seiner zehn Wahlzahlen und eine der übrigen 33 Zahlen

- oder eine seiner beiden Bankzahlen, vier seiner zehn Wahlzahlen und eine der übrigen 33 Zahlen

als Gewinnzahlen gezogen werden.

P(5 Richtige) = 
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„5 Richtige mit Zusatzzahl“ hat der Spieler dann, wenn er „5 Richtige“ hat und wenn außerdem die Zusatzzahl eine der restlichen sieben von ihm angekreuzten Zahlen ist:

P(5 Richtige mit Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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P(5 Richtige ohne Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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Analog dazu überlegt man:

P(4 Richtige) = 
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P(3 Richtige)  = 
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ad b3)
Der Spieler gewinnt nichts, wenn er weniger als drei der Gewinnzahlen getroffen hat. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist

1 - [P(6 Richtige) + P(5 Richtige) + P(4 Richtige) + P(3 Richtige)] =
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ad b4)
Angenommen, der Spieler hat beide Bankzahlen und zwei Wahlzahlen richtig. „4 Richtige“ enthalten in diesem Fall alle jene Tippreihen, die neben den beiden richtigen Wahlzahlen noch zwei der restlichen acht Wahlzahlen enthalten, das sind  
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 = 28 Tippreihen. „3 Richtige“ enthalten jene Tipps, die eine der beiden richtigen Wahlzahlen und drei der restlichen acht Wahlzahlen enthalten, das sind  
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 = 112 Tipps.

Angenommen, der Spieler hat eine Bankzahl und drei Wahlzahlen richtig. „4 Richtige“ enthalten in diesem Fall alle jene Tippreihen, die neben den drei richtigen Wahlzahlen noch eine der restlichen sieben Wahlzahlen enthalten, das sind 7 Tipps. „3 Richtige“ enthalten jene Tipps, die zwei der drei richtigen Wahlzahlen und zwei der restlichen sieben Wahlzahlen enthalten, das sind 
[image: image122.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

2

7

2

3

 = 63 Tipps.

Angenommen, der Spieler hat keine der beiden Bankzahlen, aber vier der zehn Wahlzahlen richtig. In diesem Fall hat er nur einen Vierer. „3 Richtige“ enthalten jene Tipps, die drei der vier richtigen und eine der sechs falschen Wahlzahlen enthalten, das sind  
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 =  24 Tipps.

Für alle Systemspiele gilt: Umfasst das System n Tippreihen, so ist die Wahrscheinlichkeit für einen Sechser genau so groß wie bei Abgabe von n beliebigen, voneinander verschiedenen Tipps. Systemspielen erhöht also die Chance auf einen Sechser nicht!

9. Das Lotto 6 aus 49 in Deutschland

Alle hier vorgestellten Aufgaben könnten modifiziert werden, indem man ein anderes Lottosystem zu Grunde legt, zum Beispiel: 

	Lotto
	

	7 aus 36
	Dänemark,..

	7 aus 39
	Slowenien, Kroatien,...

	6 aus 40
	Neuseeland,..

	6 aus 42
	Belgien, Irland,...

	6 aus 45
	Österreich, Kroatien, Australien, Niederlande, Schweiz, Australien,..

	6 aus 48
	Dänemark, Finnland, Norwegen, Schweden,...

	6 aus 49
	Deutschland, Frankreich, Großbritannien, Griechenland, Spanien, Portugal, Türkei, Polen, Rumänien, Kanada,... 


(Unter www.lottomania.ch/links.php findet man Links zu Homepages vieler Lottogesellschaften.)

Vielen ÖsterreicherInnen ist vor allem das deutsche Lotto 6 aus 49 bekannt: In Deutschland werden bereits seit Oktober 1955 Ziehungen zum Lotto 6 aus 49 durchgeführt. Derzeit findet jeden Mittwoch und jeden Samstag eine Ziehung statt, ein für eine Lottorunde abgegebener Tipp kostet 0,75 € (plus 0,25 € Bearbeitungsgebühr). 

Im Unterschied zum österreichischen Lotto 6 aus 45 gibt es beim deutschen Lotto acht Gewinnklassen: 

· Hier ist die Zusatzzahl nicht nur für Tipps mit fünf richtigen Gewinnzahlen relevant, sondern auch bei vier und bei drei Richtigen werden die Gewinnklassen „4 Richtige mit Zusatzzahl“ und „4 Richtige ohne Zusatzzahl“ sowie „3 Richtige mit Zusatzzahl“ und „3 Richtige ohne Zusatzzahl“ unterschieden. 

· Außerdem wird zusätzlich zu den sechs Gewinnzahlen und der Zusatzzahl noch eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9 als „Superzahl“ ausgelost, und es gibt die beiden Gewinnklassen „6 Richtige mit Superzahl“ und „6 Richtige ohne Superzahl“. 

· „6 Richtige mit Superzahl“ hat ein Spieler dann, wenn er alle sechs Gewinnzahlen richtig hat, und zusätzlich noch die letzte Ziffer seiner Lottoscheinnummer mit der in dieser Runde gezogenen Superzahl übereinstimmt. 

· Die Gewinnsumme einer Spielrunde (= 50% des Spieleinsatzes von 0,75€ pro abgegebenem Tipp) wird folgendermaßen auf die einzelnen Gewinnklassen verteilt:

	Gewinnklasse
	Anteil der

Gewinnsumme

	I (6 mit Superzahl)
	6%

	II (6 ohne Superzahl)
	8%

	III (5 mit Zusatzzahl)
	5%

	IV (5 ohne Zusatzzahl)
	13%

	V (4 mit Zusatzzahl)
	2%

	VI (4 ohne Zusatzzahl
	11%

	VII ( 3 mit Zusatzzahl)
	11%

	VIII (3 ohne Zusatzzahl)
	44%

	Summe
	100%


Weitere Informationen zum deutschen Lotto 6 aus 49 findet man auf der offiziellen Homepage www.Lotto.de, viele Statistiken zu den bisherigen Gewinnzahlen unter www.lotto-bayern.de   

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Ziehung des Lottos 6 aus 49 mit einem Tipp k Richtige (0 ( k ( 6) unter den sechs Gewinnzahlen zu haben, kann analog zu Abschnitt 2 berechnet werden. Hier ist


P(6 Richtige) = 
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Als Ergebnis erhält man:

P(6 Richtige) = 
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P(6 Richtige mit Superzahl) = P(6 Richtige) 
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P(6 Richtige ohne Superzahl) = P(6 Richtige) 
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P(5 Richtige) = 
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P(5 Richtige mit Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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P(5 Richtige ohne Zusatzzahl) = P(5 Richtige)
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P(4 Richtige) = 
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P(4 Richtige mit Zusatzzahl) = P(4 Richtige)(
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P(4 Richtige ohne Zusatzzahl) = P(4 Richtige)(
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P(3 Richtige) = 
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P(3 Richtige mit Zusatzzahl) = P(3 Richtige)
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P(3 Richtige mit Zusatzzahl) = P(3 Richtige)
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10. Anhang:  Kopiervorlagen für den Mathematikunterricht

· Lotto 6 aus 45  (Aufgaben zum Sachrechnen in der SekundarstufeI)

· Aufgaben zur Gewinnwahrscheinlichkeit

· Aufgaben zur Verteilung der Gewinnzahlen

· Aufgaben zu Lotto-Systemspielen

· Aufgaben zum Lotto 6 aus 49

Lotto 6 aus 45

Seit 1986 gibt es in Österreich das Glücksspiel „Lotto 6 aus 45“. Derzeit finden zwei Mal wöchentlich (nämlich am Mittwoch und am Sonntag) Lotto-Ziehungen statt. Die Ergebnisse dieser Ziehungen werden in vielen Zeitungen veröffentlicht. Kennt man die genauen Spielbedingungen, so kann man aus diesen Ergebnissen andere Informationen über das Lotto berechnen:

· Für einen Lottotipp sind 0,85 € zu bezahlen, davon entfallen 0,108 € auf einen Verwaltungskostenbeitrag und 0,742 € auf den eigentlichen Wetteinsatz. 

· Nur 50% des Wetteinsatzes einer Runde werden als Gewinnsumme ausgeschüttet. 

· Dieser Betrag wird auf fünf Gewinnränge aufgeteilt, und zwar 42% auf den Sechser, 8% auf den Fünfer mit Zusatzzahl, 9% auf den Fünfer, 16% auf den Vierer und 25% auf den Dreier.

· Nach Aufteilen der Gewinnsumme auf die einzelnen Gewinnränge wird der Gewinnsummenanteil eines Ranges zu gleichen Teilen auf alle gewinnberechtigten Tipps dieses Ranges aufgeteilt.

· Dabei werden die einzelnen Gewinne auf ganze 10-Cent-Beträge abgerundet.

· Wird in einem Rang kein Gewinn ermittelt, so wird der zugehörige Gewinnsummenanteil  dem gleichen Rang der nächstfolgenden Runde zugeschlagen (Jackpotprinzip)

· Aktuelle Informationen zum österreichischen Lotto findet man unter www.lottery.co.at
1)
Für die Lottoziehung am 12.9.2004 sind insgesamt  5 718 461 Tipps abgegeben worden. Die Ziehung brachte folgendes Ergebnis: 0 Sechser, 1 Fünfer mit Zusatzzahl, 167 Fünfer ohne Zusatzzahl, 8700 Vierer und 146 669 Dreier.


Wie hoch war in dieser Spielrunde der Gewinn bei einem Fünfer mit Zusatzzahl, Fünfer ohne Zusatzzahl, Vierer bzw. Dreier? 


In dieser Spielrunde hat es einen Jackpot für den „Sechser“ gegeben. Wie hoch war der Gewinnsummenanteil der Klasse „6 Richtige“ ?

2)

Bei der Lottoziehung am 31.10.2004 hat es einen Sechser zu  884.162,40 €  gegeben. 


a)
Wie viele Tipps sind in dieser Runde abgegeben worden? 


b)
Wie viel Euro haben die Lottospieler in dieser Runde insgesamt eingezahlt? 


c)
Wie hoch ist die gesamte Gewinnsumme dieser Runde? Wie hoch ist der Verwaltungskostenbeitrag, den die Lottogesellschaft einbehält? 

3)
Die Lottoziehung am 26.9.2004 hat folgendes Ergebnis gebracht:

1 Sechser zu  943.085,40 €
6 Fünfer + ZZ zu je 29.939,20 €
201 Fünfer zu je 1.005,40 €
9.537 Vierer zu je 37,60 €
152.238 Dreier zu je 3,60 € 

a)
Wie viele Tipps sind in dieser Runde abgegeben worden? 


b)
Welcher Betrag ist in dieser Spielrunde insgesamt der Abrundung zum Opfer gefallen?

4)
Jackpots sind ein starker Anreiz zum Lottospielen. Am 28.4.2004 hat es einen Dreifachjackpot gegeben, in den vier zugehörigen Lottorunden sind auf den Sechser die folgenden Gewinnsummenanteile entfallen:

	Mi, 21.4.2004
	JP
	758.207,90 €

	So, 25.4.2004
	DJP
	2.041.511,80 €

	Mi, 28.4.2004
	3JP
	 3.652.024,40 €

	So, 2.5.2004
	Ein Sechser zu
	5.911.018,80 €



Wie viele Tipps sind in den einzelnen Runden abgegeben worden? 
Um wie viel Prozent hat die Zahl der Tipps von Runde zu Runde jeweils zugenommen?

5)
Der bisher (d.h. bis November 2004) größte erzielte Gewinn beim österreichischen Lotto 6 aus 45 hat  7.164.511,40 €  betragen (Solosechser am Mi, 19.2.2003). Was kann man sich unter einem so großen Geldbetrag konkret vorstellen???


a)
Könnte der glückliche Gewinner bzw. die glückliche Gewinnerin diesen Geldbetrag in einem Koffer nach Hause tragen??? Welche Masse und welches Volumen hätte ein Berg von 500 Euro-Scheinen, der diesem Betrag entspricht? 


b)
Wie lange bräuchte man, um diese 500 Euro-Scheine abzuzählen, wenn man pro Sekunde drei Scheine zählt? 


c)
Welche Masse und welches Volumen hätte ein Berg von 100 Euro-Scheinen (oder von 10 Euro-Scheinen), der diesem Betrag entspricht?


d)
Welche Masse hätte ein Berg von  1-€-Münzen (2-€-Münzen ,1-Cent-Münzen), der diesem Betrag entspricht?


e)
Wie lange würde es dauern, diese 1- €- Münzen abzuzählen, wenn pro Sekunde drei Münzen gezählt werden? 


f)
Angenommen, diese Münzen werden entlang des Fahrbahnrandes einer Autobahn aneinandergereiht. Wie lang wäre eine aus lauter 1-€-Münzen (bzw. 2-€-Münzen oder gar 1-Cent-Münzen) bestehende Münzreihe?


g)
Angenommen, der glückliche Gewinner oder die glückliche Gewinnerin legt diesen Lottogewinn zu 3% p.a. (bzw. zu 5% p.a.) an und teilt die Jahreszinsen auf zwölf gleich große Monatsraten auf. Welches monatliche Einkommen kann er/sie aus den Zinsen beziehen?

Als Ergänzung einige Informationen zu den Dimensionen der Euro-Münzen und Euro-Geldscheine:

	Die Euro Münzen: 
	Die Euro Banknoten:

	
	Durchmesser
	Dicke
	Masse
	
	Größe

	 1 Cent
	16,25 mm
	1,67 mm
	2,30 g
	    5 Euro
	120 ( 62 mm

	2 Cent
	18,75 mm
	1,67 mm
	3,06 g
	  10 Euro
	127 ( 67 mm

	5 Cent
	21,75 mm
	1,67 mm
	3,92 g
	  20 Euro
	133 ( 72 mm

	10 Cent
	19,75 mm
	1,93 mm
	4,10 g
	  50 Euro
	140 ( 77 mm

	20 Cent
	22,25 mm
	2,14 mm
	5,74 g
	100 Euro
	147 ( 82 mm

	50 Cent
	24,25 mm
	2,36 mm
	7,80 g
	200 Euro
	153 ( 82 mm

	  1 Euro
	23,25 mm
	2,33 mm
	7,50 g
	500 Euro
	160 ( 82 mm

	  2 Euro
	25,75 mm
	2,20 mm
	8,50 g
	
	


Aufgaben zur Gewinnwahrscheinlichkeit

1)
Angenommen, jemand gibt bei einer Runde des Lottos 6 aus 45 einen Tipp ab.


a)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er genau 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 der sechs Gewinnzahlen richtig hat?


b)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann er mit einem Gewinn, d.h. mit mindestens drei Richtigen rechnen?


c)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er  



c1) 5 Richtige mit Zusatzzahl,



c2) 5 Richtige ohne Zusatzzahl hat?


d)
Wie groß ist der Erwartungswert für die Anzahl der Richtigen, die mit einer Tippreihe erzielt werden?

2)
Angenommen, jemand gibt bei jeder Lottorunde einen Tipp ab.


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb eines Jahres (d.h. 104 Spielrunden) bzw. innerhalb von zehn Jahren mindestens einmal   


a) genau 6 Richtige, 


b) mindestens 4 Richtige, 


c) mindestens drei Richtige hat?

3)
Angenommen, jemand gibt bei jeder Lottorunde einen Tipp ab.


Wie viele Spielrunden wären erforderlich, damit er mit 99%iger (bzw. mit 95%iger Wahrscheinlichkeit) mindestens einmal 

a)
mit 6 Richtigen, 

b)
mit mindestens 4 Richtigen, 

c) mit mindestens 3 Richtigen rechnen kann?


Gib die entsprechenden Zeitspannen auch in Jahren an (1 Jahr ( 104 Spielrunden).

4)

Angenommen ein Spieler gibt bei jeder Spielrunde 12 (bzw. 24)  verschiedene Tipps ab.


a)
Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb eines Jahres (bzw. innerhalb von 10 Jahren) mindestens einmal 6 Richtige hat?


b)
Wie viele Spielrunden wären erforderlich, damit er mit 99%iger (bzw. mit 95%iger) Wahrscheinlichkeit mindestens einmal mit 6 Richtigen rechnen kann?

5)

In welchem Fall hat man die größte Aussicht, mit 1000 Lottotipps mindestens einmal sechs Richtige zu treffen:


a) wenn man bei 1000 Spielrunden je einen Tipp abgibt?


b) wenn man bei 100 Spielrunden je 10 verschiedene Tipps abgibt?


c) wenn man bei 10 Spielrunden je 100 verschiedene Tipps abgibt?


d) wenn man bei einer Spielrunde tausend verschiedene Tipps abgibt?

6)
Angenommen ein Lottospieler gibt bei jeder Spielrunde n verschiedene Tipps ab. Wie groß müsste n sein, damit er mit 95%iger Wahrscheinlichkeit mindestens einmal mit sechs Richtigen innerhalb eines Jahres rechnen kann? Schätze zuerst!

7)
Eine Lottospielerin hat nach der Ziehung der ersten drei Gewinnzahlen bereits drei Richtige. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie in dieser Runde  a) 6 Richtige, b) 5 Richtige mit Zusatzzahl, c) 5 Richtige ohne Zusatzzahl, d) 4 Richtige, e) 3 Richtige haben wird?

8)

Wie groß ist in den folgenden Fällen die Wahrscheinlichkeit, dass Franz bzw. Petra mit einem Sechser, mit einem Fünfer mit Zusatzzahl, mit einem Fünfer ohne Zusatzzahl, mit einem Vierer, bzw. mit einem Dreier rechnen kann:



a)
Petra und Franz sehen sich die Lottoziehung im Fernsehen an. Die ersten vier Gewinnzahlen lauten 26, 8, 13, 35. Petra hat den Tipp 8, 12, 13, 26, 35, 44 abgegeben, Franz hat auf 6, 8, 13, 29, 35, 45 gesetzt.



b)
Jeden Montag werden die sechs Lottozahlen der Sonntagsziehung in den Tageszeitungen in aufsteigender Reihenfolge veröffentlicht. Petra hat den Tipp 6, 7, 8, 24, 28, 35 abgegeben, Franz hat auf  7, 8, 24, 29, 42, 45 gesetzt. Auf einem abgerissenen Zeitungsabschnitt lesen sie die vier kleinsten Gewinnzahlen 7, 8, 24, 29; die letzten beiden Gewinnzahlen sind ihnen nicht bekannt.

Aufgaben zur Verteilung der Gewinnzahlen

1)
a)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl (zum Beispiel die Zahl 7) bei einer Lottorunde als erste, als zweite, ...., als sechste Gewinnzahl gezogen wird? 


b)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl (zum Beispiel die Zahl 8) bei einer Lottorunde unter den sechs Gewinnzahlen ist?

2)
a)
Wie viele Spielrunden hat es seit der Einführung des österreichischen Lottos 6aus45 im Herbst 1986 bisher insgesamt gegeben? Wie oft sind dabei die einzelnen Zahlen 1, 2, 3, ...., 45 als Gewinnzahlen aufgetreten (ohne Berücksichtigung der Zusatzzahl)? (siehe www.lottery.co.at)

    
b) Wie oft ist eine bestimmte Zahl k (1 ( k ( 45) bei dieser Anzahl von Spielrunden im Mittel als Gewinnzahl zu erwarten? 


c) Für welche der Zahlen 1 bis 45 liegt die beobachtete Häufigkeit im (-Bereich, für welche  im 2(-Bereich um diesen Erwartungswert?

3)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine, genau eine, genau zwei, ..., genau sechs der bei einer Spielrunde gezogenen Gewinnzahlen auch bei der folgenden Spielrunde unter den Gewinnzahlen sind? 



Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der bei einer Spielrunde gezogenen Gewinnzahlen auch bei der folgenden Spielrunde unter den Gewinnzahlen sind? 

4)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Zahl 4 



a) bei den nächsten drei Spielrunden jedes Mal unter den sechs Gewinnzahlen ist,



b) bei den nächsten zehn Spielrunden genau drei Mal unter den sechs Gewinnzahlen ist,



c)
bei den nächsten zehn Spielrunden mindestens ein Mal unter den sechs Gewinnzahlen ist?

5)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass 


a) die Zahl 6, b) die Zahl 20, c) die Zahl k (1 ( k ( 40) 


als kleinste der sechs Gewinnzahlen gezogen wird? 


Für welches k ist diese Wahrscheinlichkeit am größten, für welches am kleinsten?

6)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass 


a) die Zahl 20, b) die Zahl 35, c) die Zahl k (6 ( k ( 45) 


als größte der sechs Gewinnzahlen gezogen wird? Für welches k ist diese Wahrscheinlichkeit am größten, für welches am kleinsten?

7)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Spannweite der sechs Gewinnzahlen einer Runde 



a) 15,  b) 30,  c) k (wobei 5 ( k ( 44) beträgt? 



Für welches k (5 ( k ( 44) ist diese Wahrscheinlichkeit am größten, für welches am kleinsten?

8)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde keine,  genau eine, genau zwei, genau drei, .....bzw. genau sechs gerade Zahlen sind? 



Wie viele gerade Zahlen sind unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde im Mittel zu erwarten?

9)
a)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde keine, genau eine, genau zwei, ..., genau sechs Zahlen aus dem oberen Drittel 31 bis 45 sind? 


b)
Wie viele Zahlen aus dem oberen Drittel sind unter den sechs Gewinnzahlen im Mittel zu erwarten?


c)
In den insgesamt 209 Lottoziehungen der Jahre 1992 bis 1995 sind die Zahlen 31 bis 45  mit folgender Häufigkeit unter den sechs Gewinnzahlen aufgetreten:

	Gewinnzahlen 31 bis 45
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Anzahl Ziehungen
	23
	54
	61
	56
	13
	2
	0




Wie viele Ziehungen mit k Gewinnzahlen aus dem oberen Drittel sind unter 209 Ziehungen für 0 ( k ( 6 im Mittel zu erwarten? Liegen die beobachteten Häufigkeiten im (-Bereich (bzw. 2(-Bereich) um den erwarteten Wert?

10)
Seit Einführung des österreichischen Lottos 6 aus 45 ist es bis Mai 2003 vier Mal vorgekommen, dass vier der sechs Gewinnzahlen benachbarte Zahlen waren. 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dafür, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde a) genau vier Zahlen, b) genau fünf Zahlen, c) genau sechs Zahlen direkt aufeinanderfolgen?

11)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen einer Lottorunde Mehrlinge (d.h. mindestens zwei benachbarte Zahlen) sind?

12)
Für benachbarte Zahlen unter den sechs Gewinnzahlen gibt es die folgenden Möglichkeiten (dabei wird angenommen, dass es außer dem angeführten Mehrling keine weiteren benachbarten Zahlen gibt):


a)
ein Zwilling, 


b)
zwei Zwillinge, 


c)
drei Zwillinge, 


d)
ein Drilling, 


e)
zwei Drillinge, 


f)
ein Zwilling und ein Drilling, 


g)
ein Vierling, 


h)
ein Vierling und ein Zwilling, 


i)
ein Fünfling, 


j) 
ein Sechsling.


Wie groß ist jeweils die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der einzelnen Fälle?   

Aufgaben zu Lotto-Systemspielen


Beim österreichischen Lotto  6 aus 45 gibt es Lotto-Systemscheine, auf denen insgesamt 48 Variationssysteme angeboten werden.

1)
Bei den Systemspielen 0/07, 0/08, 0/09,....,0/12 kreuzt der Spieler 7, 8, 9, .... bzw. 12 der Zahlen 1 bis 45 als „Wahlzahlen“ an. Das entspricht der Abgabe aller möglichen Tippreihen, die aus Sechserkombinationen dieser Wahlzahlen gebildet werden können.


Angenommen, ein Spieler gibt einen Systemtipp 0/10 mit zehn Wahlzahlen ab.


a)
Wie viele Tippreihen umfasst dieses Systemspiel?


b)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für 6 Richtige, für 5 Richtige mit Zusatzzahl, für 5 Richtige ohne Zusatzzahl, für 4 Richtige, für 3 Richtige?


c)
Angenommen, der Spieler hat vier der Gewinnzahlen richtig angekreuzt. Wie viele Vierer und wie viele Dreier hat er dann?

2)
Beantworte die Fragen zu Aufgabe 1) für einen Systemtipp 0/8 mit acht Wahlzahlen.

3)
Daneben gibt es auch die Systemspiele 1/07, 1/08, ...., 1/11, 2/07, 2/08,....., 2/13, 3/05, 3/06, ....,3/18, 4/04, 4/05, 4/18, sowie 5/40 mit „Bank- und Wahlzahlen“. 


Hier bedeutet, zum Beispiel, 3/08, dass der Spieler 3 Bankzahlen und 8 Wahlzahlen ankreuzt. In diesem Fall hat er alle Tippreihen gesetzt, die einerseits die 3 Bankzahlen und daneben alle möglichen Dreierkombinationen aus seinen 8 Wahlzahlen enthalten.


a)
Wie viele Tippreihen umfasst das Systemspiel 3/08?


b)
Wie groß ist in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit für 6 Richtige, für 5 Richtige mit Zusatzzahl, für 5 Richtige ohne Zusatzzahl, für 4 Richtige, für 3 Richtige?


c)
Wie viele Vierer und wie viele Dreier hat eine Lottospielerin, die beim Systemspiel 3/08

· drei der sechs Gewinnzahlen als Bankzahlen und eine weitere der sechs Gewinnzahlen als Wahlzahl angekreuzt hat,

· zwei der sechs Gewinnzahlen unter den drei Bankzahlen und zwei der sechs Gewinnzahlen als Wahlzahlen angekreuzt hat,

· eine der sechs Gewinnzahlen unter den drei Bankzahlen und drei der sechs Gewinnzahlen unter den acht Wahlzahlen angekreuzt hat,

· vier der sechs Gewinnzahlen als Wahlzahlen angekreuzt hat ?

· Aufgaben zum Lotto 6 aus 49

1)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man bei einer Ziehung des Lottos


a) 
6 aus 49 (Deutschland, Spanien, Frankreich,...)


b) 
6 aus 48 (Finnland, Schweden, Norwegen,...)


c) 
6 aus 42 (Belgien, Irland,...)


d) 
6 aus 40 (Neuseeland,..)


bei einer abgegebenen Tippreihe mit 6 Richtigen rechnen? Wie groß ist jeweils die Wahrscheinlichkeit für einen Gewinn (d.h. für mindestens 3 Richtige)?


(Links zu Homepages diverser Lottogesellschaften findet man unter www.lottomania.ch/links.php)

2)
In Deutschland findet jeden Mittwoch und jeden Samstag eine Ziehung zum Lotto 6 aus 49 statt (siehe: www.Lotto.de ), der Preis für einen Tipp beträgt 0,75€ Wetteinsatz (plus 0,25€ Bearbeitungsgebühr). 


Im Unterschied zum österreichischen Lotto werden beim deutschen Lotto 6 aus 49 acht Gewinnklassen unterschieden:

· Hier werden auch bei vier Richtigen und bei drei Richtigen jeweils die Klassen „4 Richtige mit Zusatzzahl“ und „4 Richtige ohne Zusatzzahl“ sowie „3 Richtige mit Zusatzzahl“ und „3 Richtige ohne Zusatzzahl“ unterschieden. 

· Außerdem wird zusätzlich zu den sechs Gewinnzahlen und der Zusatzzahl noch eine der Zahlen 0, 1, 2, ...,9 als „Superzahl“ ausgelost, und es gibt die Gewinnklassen „6 Richtige mit Superzahl“ und „6 Richtige ohne Superzahl“. 6 Richtige mit Superzahl hat ein Spieler dann, wenn er alle sechs Gewinnzahlen richtig angekreuzt hat und zusätzlich noch die letzte Ziffer seiner Lottoscheinnummer mit der in dieser Runde gezogenen Superzahl übereinstimmt.


Angenommen, jemand gibt bei einer Spielrunde des deutschen Lottos einen Tipp ab.


a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er genau sechs, genau fünf,..., genau eine bzw. keine der sechs Gewinnzahlen richtig hat?


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann er mit einem Gewinn, d.h. mit mindestens drei Richtige rechnen?


c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er 

· 6 Richtige mit Superzahl,

· 6 Richtige ohne Superzahl,

· 5 Richtige mit Zusatzzahl,

· 5 Richtige ohne Zusatzzahl,

· 4 Richtige mit Zusatzzahl,

· 4 Richtige ohne Zusatzzahl,

· 3 Richtige mit Zusatzzahl,

· 3 Richtige ohne Zusatzzahl hat?

4)
Die bisher größte Zahl an „6 Richtigen“ hat es am 23.1.1988 gegeben: Auf 222 Tipps waren die sechs Gewinnzahlen 24, 25, 26, 30, 31, 32 angekreuzt.


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den sechs Gewinnzahlen beim Lotto 6 aus 49 zwei Drillinge sind (d.h. zwei Gruppen von drei benachbarten Zahlen)?
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