Verschiedene Themen aus der klassischen Geometrie.

Geometrie ist der älteste Zweig der Mathematik. Wir haben heute Kenntnisse über Geometrie aus einem Zeitraum von 5000 Jahren, Kenntnisse aus den verschiedensten Kulturkreisen. 

Geometrie in der Ausprägung, die sie durch den berühmten Euklid von Alexandria und seine Nachfolger erfahren hat, beherrschte den Schulunterricht bis weit ins 20. Jahrhundert.

Nach dem zweiten Weltkrieg verschwand diese "euklidische Geometrie" mehr und mehr aus der Schule (und den Universitäten). Die Schüler konnten Zirkel und Lineal verkaufen und trieben hinfort lineare Algebra. 

Natürlich finden sich auch heute noch in Lehrbüchern und Formelsammlungen Sätze über Dreiecke, Vierecke, Kreise und manchmal wird sogar die Ellipse noch erwähnt.

Hier sollen nun einige mehr oder weniger bekannte Sätze aus der ebenen Geometrie dargestellt werden. Dabei wird die klassische Methode des Beweises (der Dreiklang: "Voraussetzung, Behauptung, Beweis" war ja der Schrecken vieler Schüler-Generationen) ersetzt durch die Methode der interaktiven Anschauung. Das will heißen, dass die Figuren so weit beweglich sind, dass die Aussagen des geometrischen Sachverhaltes "ins Auge fallen".

Natürlich steckt hinter dieser "Beweglichkeit" ein großes Maß von höherer Mathematik und von Rechenleistung unseres Computers. Das braucht aber den "User" nicht zu interessieren. Es ist einfach so, als ob die Zeichnung, die den geometrischen Sachverhalt darstellt, von vielen  Schülern gleichzeitig angefertigt worden wäre. Dabei stellt sich durch den Vergleich der Ergebnisse heraus, was allgemeingültig ist. Und das nehmen wir dann als den Beweis.

Zu den Applets ist zu sagen: Das erstmaligen Laden eines Applets kann einige 10 Sekunden dauern. Die folgenden Applets werden dann rasch geladen

Wir beginnen mit dem klassischen Kathetensatz beim rechtwinkligen Dreieck. Für diesen Satz gibt es zahlreiche Beweise. Einige benutzen dabei einen

Satz über die Fläche eines Parallelogramms.

Auch ein Parallelogramm bietet noch Neuigkeiten. Man betrachte z. B. die Winkelhalbierenden 

Parallelogramme entstehen auch bei ganz unregelmäßigen Vierecken Hier dürfte es nicht schwer sein, einen Beweis auch ohne das Applet zu führen.

Bleiben wir beim Viereck. Manche Vierecke haben einen Umkreis, manche haben einen Inkreis. Ein Quadrat hat beides, wobei die Kreise zusammenfallen. Es gibt aber beliebig viele Vierecke, die sowohl einen Inkreis, als auch einen Umkreis haben: Vierecke mit Um- und Inkreis . Versuchen Sie, ein solches zu zeichnen!

Zurück zum Dreieck. Zunächst die Darstellung in einem Koordinatensystem, nützlich zum Erstellen von Übungsaufgaben .

Nun noch ein interessanter Satz: Fällt man von einem Punkt auf dem  Umkreis eines Dreiecks die Lote auf die Dreieckseiten (bzw. ihre Verlängerungen), so liegen die Lotfußpunkte auf einer Geraden. Wandert der Punkt auf dem Umkreis, so hüllt die Gerade einen Dreispitz ein. Die Bewegung des Punktes lässt sich auch mit einer Animation  zeigen.

Interessant ist, dass ein solcher Dreispitz auch auf ganz andere Weise erzeugt werden kann.

Wie löst man die Aufgabe, einem spitzwinkligen Dreieck ABC ein Dreieck UVW von möglichst kleinem Umfang einzubeschreiben? Extremalaufgabe 

Was ergibt sich, wenn man den Umkreis eines Dreiecks an den drei Seiten spiegelt?

Nun ein paar Sätze zum Kreis. Allgemein bekannt ist der Satz vom Umfangswinkel , dessen Beweis nicht schwer zu führen ist. 

Früher bewies man auch im Unterricht des Gymnasiums den Satz des Pascal . Dieser Satz gilt allgemein für Kegelschnitte (Ellipse, Hyperbel, Parabel), die sich ja als projektive Bilder eines Kreises erzeugen lassen. 

Allgemein ist ein Kegelschnitt durch 5 Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Mit Hilfe des Pascal-Satzes lassen sich zu den 5 Punkten beliebig viele weitere Punkte konstruieren 

Bewegt man im letzten Applet die Punkte auf dem Kegelschnitt, so wechselt  z. B. die Ellipse in eine Hyperbel. Das erreicht man auch in der klassischen Darstellung der Kegelschnitte im Koordinatensystem.

Wir ergänzen die Darstellung der Kegelschnitte noch durch die Parabel mit ihrer Tangente.

Die Ellipse (und die Hyperbel) lässt sich auch aus dem Kreis als Hüllkurve ihrer Tangente erzeugen.

Dreht man die Normale mit, so erzeugt diese eine Hüllkurve mit 4 Spitzen. Einen solchen Vierspitz erhält man auch als Hüllkurve, wenn z. B. eine Leiter zwischen senkrechter Wand und waagrechtem Boden heruntergleitet.

Ein Kegelschnitt wird erzeugt, indem man einen Doppelkegel mit einer Ebene schneidet. Geht die Schnittebene durch die Spitze des Kegels, so ergibt sich als Schnittfigur ein Geradenpaar. Auch dieses lässt sich also als Kegelschnitt auffassen und auch hier gilt der Satz von Pascal, der auch unter dem Namen Satz des Pappus bekannt ist. 

Für den Kreis wie auch für die Kegelschnitte gilt auch der zum Satz von Pascal duale Satz von Brianchon  und Brianchon2
Von der projektiven Geometrie noch einmal zurück zur metrischen Geometrie des Kreises. Allgemein bekannt ist, dass sich der Radius eines Kreises genau sechs mal auf dem Umfang hintereinander abtragen lässt. Man erhält so ein regelmäßiges Sechseck. Allgemein war die Konstruktion regelmäßiger Vielecke mit den Zeichenwerkzeugen der Geometrie (Zirkel und Lineal) schon seit alters her ein Thema. Die beiden folgenden Applets geben zwei Konstruktionen der Seite des regelmäßigen Fünfecks ohne Beweise. Fünfeck2
Ein schönes Beispiel ist auch die Konstruktion einer Herzkurve.

Beim Dreieck findet man auch einen Neunpunktekreis, der nach Feuerbach benannt wird.

Werden in der Ebene vier Punkte paarweise verbunden durch sechs Geraden, so heißt die entstehende Figur ein vollständiges Vierseit .

So bilden die drei Seiten eines Dreiecks zusammen mit den drei Höhen ein vollständiges Vierseit. Die Ecken sind die Dreiecksecken und der Höhenschnittpunkt. 

Dieses Viereck hat die besondere Eigenschaft, dass jeder Eckpunkt Schnittpunkt der Höhen des Dreiecks aus den anderen drei Ecken ist.

Rollt ein Kreis auf einem anderen, festen Kreis, so beschreibt  ein Punkt des rollenden Kreises eine sogenannte Zykloide. Anklicken zeigt ein animiertes  Beispiel.

