Einfache Varianzanalyse fir unabhéangige
Stichproben

VARIANZANALYSE

Die Varianzanalyse ist das ddrTest entsprechende Mittel zum Ver-
gleich mehrerer( > 2) Stichprobenmittelwerte. Sie wird hier mitA
abgekaurzt, oft trifft man aber auch auf die englischsprachige Abktrzung
ANOVA(Analysis of Variance).

\Voraussetzungen

1.) Intervallskaleneigenschaft der Daten

Das strenge Prifen des Skalenniveaus ubersteigt unsere Moglichkei-
ten. Dennoch muss man vor jeder Anwendung der VA Uberlegen, ob bei
der Erhebung der Messwerte diese Voraussetzung verletzt wurde.

2.) Normalverteilung (in jeder Stichprobe)
Die Uberpriifung auf NV wird in Abschni#.1. Anpassungstee-
handelt.

3.) Homogenitat der Varianzen

Leider konnen mittel$--Test nur zwei Varianzen auf Homogenitat
getestet werden. Entsprechende Methoden fur drei oder mehr Stichpro-
ben sind deBartlett- und detCochranTest, die im folgenden Abschnitt
vorgestellt werden.

Prinzip
Die VA funktioniert folgendermal3en:

Die Varianzen mussen (s. oben) in den untersuchten Stichproben ho-
mogen sein. D.h. man kann davon ausgehen, dass die Strieunenigalb
aller Stichproben ein bestimmtes Ausmal’ nicht Uiberst&igscherden
einzelnen Stichproben gibt es nattrlich auch Abweichungen. Es gilt her-
auszufinden, ob sie signifikant grof3er ausfallen als die Abweichungen
innerhalb der Stichproben, oder ob es sich lediglich um Zufallsschwan-
kungen handelt.



Man benétigt Schatzungen fir die beiden Varianzen: Yaeianz
Innerhalbder Stichproben und di®arianz Zwischeren Stichproben.
Diese werden mittel&-Test verglichen. Ein signifikantes Ergebnis be-
deutet, dass zwischen den Stichproben tberzuféllige Unterschiede be-
stehen.

Aufstellen der Hypothesen

Davon ausgehend, dass jede Stichprobe einer bestimmten NV ent-
stammt N(p1,01),N (2, 02), ...,N(Hk, Ok)), werden die Hypothesen fol-
gendermal3en formuliert:

Ho...li=H2=... = Kk
Da die Varianzen als gleich vorausgesetzt werden, bedeutet dies, dass
alle Stichproben der selben NV entstammen.

Hai.. . 3(Wj, 1) F 1 # W

Das bedeutet: Es gibt mindestens ein Paar von Mittelwerten, die nicht
gleich sind. Anders formuliert besagt dig, dass mindestens eine Stich-
probe einer anderen Normalverteilung entstammt.

Anmerkung:
Manchmal wird die Varianzhomogenitéty(= 0o = ... = 0k) beiden
Hypothesen angefugt.

Berechnen der Varianzschatzungen

Um die besagten Varianzen schatzen zu kénnen, werden Zkrst
undQZ berechnet:

Ql... ,Quadratsumme Innerhalb®. Summe der Abweichungsqua-
drate innerhalb der Stichproben, also zwischen den einzelnen Werten
einer Stichprobe und dem jeweiligen Stichprobenmittelwert

QZ... ,Quadratsumme Zwischen®. Summe der Abweichungsqua-
drate zwischen den Stichproben, also zwischen dem jeweils ersten Wert
jeder Stichprobe und dem Durchschnitt der ersten Stichprobenwerte,
analog fur die jeweils zweiten, dritten, ... n-ten Stichprobenwerte



Als Schéatzung der Varianzen dienen die mittleren Abweichungs-
guadrateMQIl und MQZ. Um diese zu berechnen, werd&h und QZ
durch die Anzahl der entsprechenden Freiheitsgrade dividiert:

Varianz Innerhalb.. df =N —k

~D QI
=MQIl=—"—
= 0 Q N_K
Varianz Zwischen.. df =k—-1
A2 ~ Qz
= 071=MQZ= 1

N... Gesamtzahl aller Messwerte
k... Anzahl der Stichproben

QT

Um sich die oft aufwandige Berechnung v@i zu erleichtern, be-
rechnet man die ,totale (Abweichungs-)Quadratsum@e" Sie ist die
Summe der Abweichungsquadrate zwischen allen Einzelwerten und dem
Gesamtmittelwert und entspricht genau der Summe von Quadratsumme
Innerhalb und Quadratsumme Zwischen. Also lasst g¢Heicht be-
rechnen, wen®@T undQZ bekannt sind:

QT =0Q1+QZ
QI =QT-QZ
Weiters gilt:
dfor =dfg +dfoz
also

deT:N—k—l— k—1
deT:N—l



Hier (zur besseren Ubersicht in Tabellenform) die Rechenformeln:

Quelle Abweichungsquadratsumme df o
total QT = 3@ — T’ N-—1

- |X. _(3iap)? A z
zwischen| QZ = y ; 2% al k—1|62=2%
innerhalb| QI = QT — QZ N—k | 63= 2

Erlauterungen zu den Formeln:

Der Index| steht hier fir die verschiedenen Stichproben, wéhiend
fur die verschiedenen Werte innerhalb der Stichproben steht.

Der zweite Teil der Formeln fi@T und QZ ist ident, muss also nur
einmal berechnet werden.

zinij...
2

Zijxij"'

iXij---

(ZXH)

Summe aller Messwerte

Summe der Quadrate aller Messwerte

Summe aller Werte einer Stichprobe (fur ein fi¥g¢s

. Die Summe wird quadriert und durch den Umfang der je-

welllgen Stlchprobe dividiert. Dieser Bruch wird fir jedgsalso fur

jede Stichprobe, einzeln berechnet.

i Xij)?
ZJ (znj] :

.. Summe dieser Briiche



Der F-Test

Sind die Varianzen schlussendlich unter Dach und Fach, so missen
sie fur denF-Test nur noch dividiert und das Resultat mit dem kritischen
Wert (— Tabelle) verglichen werden:

£ 01

&5

Wichtig:

Da nur eine Abweichung in eine Richtung interessant ist, namlich
dass die Varianz Zwischen signifikagitb3erist, als die Varianz Inner-
halb, steht5? immer im Z&hler unds3 immer im Nenner des Bruchs
(unabhangig davon, welcher der gréf3ere Wert ist). Wéreignifikant
kleinerals &3, so waren sich die einzelnen Stichproben besonélens
lich, was hdchstens auf mogliche Fehler im Versuchsdesign schlie3en
lasst, eine inhaltliche Interpretation hatte aber nichts anderes als die Guil-
tigkeit derHo zur Folge. Deshalb ist der Signifikanztest bei der VA stets
einseitig durchzufuhren.

WARUM BERECHNET MAN STATT DER VA NICHT EINFACH FUR
JEDES PAAR VON STICHPROBEN EINEN t-TEST?

Daflr gibt es verschiedene Griinde. Die beiden wichtigsten sind:

Die Zahl der notwendigen Tests steigt bei wachsender Anzahl von
Stichproben stark an. Fur 6 Stichproben brauchte man bereits 15 einzel-
ne Tests! Allgemein wéaren bkiStichprober('g) Tests durchzufihren.

Das Risiko einesi-Fehlers wird insgesamt viel zu hoch. Fiie 5%
und 15 Tests wirde die Irrtumswahrscheinlichkeit bereits auf tber 50%
steigen! Allgemein gilt fim Tests:0ges = 1 — (1 —a)™.



