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Der t-Test

Der Grundgedanke des t-Tests ist die Fragestellung, ob zwei Mittelwerte ein- und derselben Variablen, die in zwei Gruppen (etwa: zwei Stichproben) erhoben worden sind, sich voneinander „nur zufällig“ unterscheiden, oder ob diese Unterschiede eher auf „etwas systematisches“ zurückzuführen sind: z.B. darauf, dass es sich eben doch nicht um zwei zufällig gezogene Stichproben handelt, sondern eher um zwei Auswahlverfahren, die systematisch einmal kleinere, und einmal größere Werte der betrachteten Variablen aussuchen. 

So könnte etwa der Mittelwert der Körpergröße von Soldaten in einer Kaserne 168 cm sein, und der von Soldaten einer anderen Kaserne 172 cm. Die Frage, die man stellen könnte, lautet: wurden die Soldaten in den beiden Kasernen nach Größe rekrutiert, oder handelt es sich dabei einfach um zufällige Unterschiede, die deshalb zustande kamen, weil die beiden Stichproben aus der Grundgesamtheit aller österreichischen Wehrdienstpflichtigen sich eben zufällig um 4cm im Durchschnitt unterschieden haben?

Das Instrumentarium, das wir dafür brauchen, unterscheidet sich nicht mehr sehr wesentlich von den Elementen, die wir schon einerseits als Grundelemente jedes Signifikanztests beim Chi-quadrat-Test, und andererseits beim Konfidenzintervall am Ende von Kapitel 6 kennen gelernt haben. Zunächst müssen wir wieder ein vernünftiges Prüfmaß konstruieren. Dabei wird natürlich der Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten eine Rolle spielen. 

Aus dem Abschnitt über Konfidenzintervalle (Kap. 6) wissen wir schon, dass die 

Standardabweichung eines Stichprobenmittelwertes 
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 ist.

Außerdem wissen wir, dass eine Zufallsvariable, von der wir ihren Erwartungswert abziehen, den Erwartungswert 0 hat; dividieren wir sie noch durch ihre Standardabweichung, dann hat sie die Standardabweichung 1.

Gemäß der Nullhypothese sind die Abweichungen der beiden Mittelwerte voneinander zufällig, d.h. die Erwartungswerte für die beiden Mittelwerte (die Mittelwerte der zugehörigen Grundgesamtheiten) sind gleich, oder sogar identisch. Somit ist die Größe 
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 normalverteilt, mit dem Erwartungswert 0 und der Standardabweichung 1.

Dass der Erwartungswert 0 ist, ergibt sich unmittelbar aus der Nullhypothese, gemäß der die beiden Mittelwerte 
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gleich sind. Wenn wir daher zufällig unendlich viele Paare von Stichproben ziehen, dann werden die Durchschnitte der Mittelwerte dieser beiden Stichproben gleich sein. 

Ein zweites Problem, das wir noch lösen müssen, ist die Berechnung der Varianz der

Differenz zweier Stichprobenmittelwerte: also der Größe 
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Im Abschnitt 6 haben wir bei der Berechnung von Konfidenzintervallen schon festge-

stellt, dass die Varianz eines Stichprobenmittelwertes 
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. Die Varianz der Differenz

zweier Stichprobenmittelwerte ist nun nichts anderes als die Varianz einer Summe zweier Stichprobenmittelwerte, mit dem Unterschied, dass alle Summanden aus einer der beiden Stichproben mit einem konstanten Faktor zu multiplizieren sind: nämlich mit (–1). Wir wissen ferner, dass die Multiplikation von Zufallsvariablen mit Konstanten dazu führt, dass die Varianzen mit dem Quadrat dieser Konstanten zu multiplizieren sind. In unserem Fall ist also die Varianz der Differenz der Stichprobenmittelwerte 
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 genauso viel wie die Varianz der Summen der Stichprobenmittelwerte 
[image: image8.wmf])

1

(

*

2

1

-

+

x

x

, wobei alle zu 
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 gehörenden Werte mit –1 zu multiplizieren sind. Die Varianz ist dann mit dem Quadrat von –1, also mit +1, zu multiplizieren. Wie wir im Abschnitt 3 schon festgestellt haben, ist die Varianz einer Summe von zwei oder mehreren Zufallsvariablen aber die Summe von deren Varianzen, plus deren Kovarianzen. Im Falle von linearer Unabhängigkeit sind die Kovarianzen Null. Da die beiden Stichproben, aus denen 
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 berechnet wurde, aber gemäß den Anforderungen an Stichproben voneinander unabhängig sein müssen, ergibt sich daraus, dass die Varianz der Differenz zweier Stichprobenmittelwerte die Summe der Varianzen dieser Stichprobenmittelwerte sein muss: 
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  , beziehungsweise 
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Im Prinzip würde das für die Konstruktion eines Signifikanztests schon genügen, wären da nicht noch zwei Schwierigkeiten:

1.
für kleinere Stichproben ermöglicht die Annäherung durch die Normalverteilung keine besonders scharfen Aussagen, wie GOSSET nachgewiesen hat, und

2.
Im allgemeinen Fall werden wir erwarten, dass zwei Stichproben, die sich hinsichtlich ihrer Mittelwerte gemäß der Nullhypothese nur zufällig unterscheiden, dies auch hinsichtlich ihrer Varianzen tun. Wir werden also in der Regel mit einer Schätzung der Varianz 
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 auskommen, die davon ausgeht, dass auch die beiden Varianzen 
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gleich sind. Aber welche der beiden Stichproben sollen in diesem Fall für die Schätzung von 
[image: image17.wmf]2

1

2

x

x

s

-

 herangezogen werden? 

Oben haben wir festgestellt, dass wir die Standardabweichung der Differenz zweier Mittelwerte schätzen können durch den Ausdruck: 
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Falls die Varianzen beider Stichproben gleich sind, lässt sich dieser Ausdruck vereinfachen:
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Für ungleiche Varianzen beider Stichproben schlug GOSSET das gewichtete Mittel aus beiden Stichprobenvarianzen vor:
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Für die Entscheidung, ob die beiden Stichprobenvarianzen als „noch gleich“, d.h. als in ihrem Größenunterschied wahrscheinlich zufällig zustande gekommen, betrachtet werden können, können wir den F-Test heranziehen, wie er im nächsten Kapitel über die Varianzanalyse besprochen wird.

GOSSET hat als Prüfmaß für den Vergleich zweier Mittelwerte eine Größe vorgeschlagen, die er „t“ genannt hat, und die oben bereits beschriebene Form hat:
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wobei die Schätzung für 
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 je nach dem Ergebnis des F-tests auf Gleichheit der Varianzen im Sinne der obigen Überlegungen anders zu berechnen sein wird. 

Dieses Prüfmaß ist für größere Stichproben (größer als cca 50 für beide Stichproben zusammen) annähernd normalverteilt. Für kleinere Stichproben hat GOSSET die zugehörige Verteilung unter dem Namen „t-Verteilung“ berechnet. Ähnlich wie die Chi-quadrat- Verteilung ist auch die t-Verteilung durch Freiheitsgrade charakterisiert. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist n1+n2-2, wobei n1 und n2 die Größen der beiden Stichproben sind.

134
133

_1084104475.unknown

_1084105769.unknown

_1084717181.unknown

_1110032383.unknown

_1085912086.unknown

_1084106279.unknown

_1084106291.unknown

_1084105873.unknown

_1084105660.unknown

_1084105677.unknown

_1084104633.unknown

_1084105591.unknown

_1084104189.unknown

_1084104449.unknown

_1084104468.unknown

_1084104254.unknown

_1084103735.unknown

_1084103879.unknown

_1084103504.unknown

_1084103529.unknown

_1026026163.unknown

_1056446883.unknown

_1025499748.unknown

