Workshop Analysis WS 2004/05 - Losungen

Folgen und Reihen - Geometrische Reihen

Petra Grell

1. % + i + % + % + ... =1 ist unendliche Summe mit endlichem Wert
Es ist eine geometrische Folge mit ¢ = % und Startwert b = %
2. Eine geometrische Reihe hat dann eine endliche Summe, wenn |g| < 1

ist, das heifit fiir —1 < ¢ < 0 und fiir 0 < ¢ < 1. Sonst hat sie einen
unendlichen Wert.

3. Formel fiir die endliche geometrische Reihe: s, = b - 1{};
Beweis: b4+bg+bg®> + ...+ bg" ! = sp |- q
- bg+bg>+...+b¢" L +bg" =q-sp
b —bq" =sn-(1—q) |:(1—-q)
1—qg"
=b
Sn 4

b ist der Startwert der geometrischen Folge, die die geometrische Reihe
bildet.

4. Formel fiir die unendliche geometrische Reihe: s = %q

Beweis: Um aus s, die unendliche Reihe s zu bekommen, miissen wir
n gegen oo gehen lassen. Dazu miissen wir uns iiberlegen, was mit ¢"
passiert fiir n — oo.

0<qg<l:qg<l|-q=¢<ql-q=¢<¢*| q ,usw.
=0<...<¢*<PF<P<qg<1
Die Folge (¢") ist monoton fallend und néhert sich 0
beliebig genau an.
In der Summenformel erhalten wir also

1—4q" 1-0 b
s= lims,= limb- q =b- =
n—o0 n—00 1—gq 1—gq 1—gq

q = 1 : Summenformel ist nicht direkt anwendbar, da 1 — ¢ = 0 im
Nenner wire. Was bedeutet es, dass man unendlich oft 1

addiert? Die Summe steigt ewig an, ohne aufzuh6ren. Somit



hat die Summe keinen endlichen Wert. Sie hat als Summe
Unendlich.

qg>1:

Addiert man Werte grofler als 1 unendlich oft, so kann

die Summe nicht endlich sein. Die Summe hat einen unendlich
Wert.

—1< ¢<0: Die Folge (¢") ist zwar alternierend, dennoch n&hern

g<-—1:

9
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(b) 3+
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=0

sich die Folgenglieder immer ndher 0 an.

Fiir die Summenformel haben wir also s = ﬁbq-
ts=1-14+1-141-1+1—-+...=
=1-1)+1-)+(1-1)...=0+0+...=0 oder
=1-1-1)-1-1)—...=1-0-0—...=1

Das heifit wir haben fiir ein und dieselbe Reihe zwei ver-
schiedene Summen, somit ist die Reihe divergent.
Die Folge ist divergent (sie strebt gegen —oo und gegen o).
Somit kann auch die daraus entstehende Reihe nicht konver-

gieren, also einen endlichen Wert haben.
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12448 +4...=3(1+4+16+...)=3-» 4
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=1-1+41-14—...+1=(1-1D)+1-1)+...+1=

=04+0+4+...+1=1

515 = 3495.1511 . ..
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9. b17 bQZbI'Q7 b3:b1.q2

b2+b3 :bl(q—i—qQ) =28 = b = qi%Q

bi-by-by =01 ¢* =1728 = by = 22

28 _ 12 —4
T e T ¢ 7473

b1 =9, bp =12, bg =16
b1 + by + b3 =37

10

, 1—0.210
10. 02°=024+0044...0219=02. ——=— =0.24999. ..
(a) ; 008 1-0.2
8 i 318
3 3 1-(2)
(b) Z() == 4 = 2.699661
—~\4 4 1-3
10 i 1110
1 1 1-(5)
(c) Z() — .4 .3333
—~\4 4 1-1
11. (a) q:%:>s:1_%23
3
b) =+t =s=—2-=2(2+2
(b) 7 [ ( )
_ 2 4
© q=232=(3) >s= Fr = 4
3
(d) ¢q=—-0.125=—} = s = 35 = 0.56888... = 138
— 1-3" 1-3"
12. 1+3494...+3" 1 =1=5 5
o 143+4...431 1-3% . 1-—3n
lim = lim =1 =
n—o00 on—1 n—oo 2n—1 n—oo 21

13. (a) geometrische Reihe mit ¢ = 2. Die Reihe konvergiert fiir |2| < 1.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |z| > 2. Thre Summe ist s =

1 _ =z
17% )
(b) geometrische Reihe mit ¢ = u. Die Reihe konvergiert fiir |u| < 1.
Ihre Summe ist s = %

(c¢) geometrische Reihe mit ¢ = 2. Die Reihe konvergiert fiir [2z| <

1. Dies ist genau dann der Fall, wenn |z| < i. Thre Summe ist

2
—T

§= 122z
14 (a) a+a2+a3+... _ ﬁ _ a
. 1+a — 14+a T 1-—a?

(b) (22—1)(1+22—i—z4+...):(22—1)1EZ2 =-1



1-y =

IExQx :2x(1+2$+4$2+---) = 2x +42% + 823 + ...
a— 1% =a—a(l+2a+4a*+...) = —2a® —4a® — ...
3t = Bu(l+ud+ub+..) = —=3u—3u—3u’—. ..

2 —2(14y+92+..) =2+2y+2%+. ..

sinnvoll fiir |y| < 1

1
lz] < 5
1
la] < 5

lul <1



