Bernoullikette und Binomialverteilung

Binomialverteilung
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Vorbemerkungen

Listen und Mengen

Das Computer Algebra System Maxima kennt Listen und Mengen. Das kann in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung interessante Anwendungen ermdoglichen. Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeits-
rechnung sind Ereignisse, die als Mengen aufgefasst werden und denen Wahrscheinlichkeiten zuge-
ordnet sind; Wahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen zwischen 0 und 1.

Listenverarbeitung ist ein zentrales Thema des CAS Maxima. Listen kdnnen in Mengen umge-
wandelt werden und umgekehrt.

Beispiele fur Ergebnisraume

Minze={Kopf, Zahl}
Wiirfel={1,2,3,4,5,6}

Bernoulliketten

Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment, bei dem nur zwei Elementarereignisse mog-
lich sind. Die Ereignisse selbst sind meistens nicht gemeint, sondern ob ein Ereignis eintritt oder ob es
nicht eintritt. Das heiRt, ein Miinzwurf kann als Bernoulliexperiment betrachtet werden, da es ohne-
hin nur zwei Elementarereignisse gibt (Kopf, Zahl). Beim Wiirfeln gilt das nicht, da kann man aber z.B.
untersuchen, ob ein Sechser kommt oder ob kein Sechser kommt.

Man spricht von einer Bernoulli-Kette der Lange n oder einem n-stufigen Bernoulli-Experiment,
wenn man ein Bernoulli-Experiment mehrmals (n-mal) ausfiihrt und damit einen neuen Ergebnis-
raum mit Tripelnl, Paaren o.a. erzeugt.

Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Sie
beschreibt die Anzahl der Erfolge in einer Serie von gleichartigen und unabhéangigen Versuchen, die
jeweils nur zwei mogliche Ergebnisse haben (,Erfolg” oder ,Misserfolg”).

Aufgabe

Wir wiirfeln 3-mal. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) 0 Sechser kommen,
b) 1 Sechser kommt,
c) 2 Sechser kommen oder
d) 3 Sechser kommen?

! Ein Tripel ist eine Liste von 3 Elementen (keine Menge, weil es bei einer Menge nicht auf die Reihenfolge
ankommt).
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Graphische Veranschaulichung

o m
Ein Sechser Hm
o m

Drei Sechser oo | ePe | 96
[\\ 1 ‘\\ (\\

Eingabe

(211) W:{0,1}y /* 0 bedeutet, das Ereignis tritt NICHT ein,
1 bedeutet, das Ereignis tritt ein */;

(501) {0,1}
(%1i2) P[1]:1/6 /* die Wahrscheinlichkeit fir eine Sechser
bei einmaligem Wurf */;

02 l
(o036

($13) P[0]:1-P[1]:

03 5
(o036

Verarbeitung

Bestimmung der Produktmenge

(%14) S:cartesian product (W,W,W):
(%04) {[(0,0,0],(0,0,1],10,1,0],(0,1,1],01,0,0],[1,0,117,
(1,1,01,11,1,17]}

Bestimmung des Ereignisbaumes
- (%1i5) A(k) :r=subset (S, lambda([e],is(e[l]+e[2]+[3]=k)) )
(%05) H{k):=5ubset(s, lambda([ el, is(el+ez+e3=k)))

(%16) A:makelist(A(k),k,0,3) /* den Ereignisbaum erzeugen */;
(506) [{[0,0,0]},((0O,0,1],([0,1,0],([1,0,0]},{([0,1,1],10[1,
0,11,[1,1,0]},{[1,1,1]}]

Anzeige des Ereignisbaums

(%17) B:transpose(A);

{[0,0,01}
{ro,o0,11,100,1,01,11,0,01}
(%07)
{ro,1,11,[1,0,11,11,1,01}

{[1,1,11}
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Interpretation des Ereignisbaumes

e Esgibt 1 glinstiges Ereignis fur ,,0 Sechser”.
e Es gibt 3 glinstige Ereignisse fir ,,1 Sechser”.
e Esgibt 3 glinstige Ereignisse fiir ,,2 Sechser”.
e Esgibt 1 glinstiges Ereignis fur ,,3 Sechser”.
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Graphische Darstellung des Ereignisbaums

(in umgekehrter Reihenfolge)

Dreimal wurfeln

(®ee)
(@ o)
(®oe®)
(®oe)
(o)
(@ o)
(*e®)

(o)

Zusatzliches Abspeichern des Ereignisbaums

(%18) C:A;
(s08) [([O0,0,0]},¢(0,0,1],00,1,0],01,0,00},¢{(00,1,17,1[1,
o,11,11,1,0]},¢01,1,1]}]

Berechnung der Wahrscheinlichkeiten

(%¥19) B[1l] /* es kommen 0 Sechser */:

(509) [{[0,0,0]1}]
 (%i10) P[O]*P[0]*P[0];:

(%010) EEE

216

(2i11) B[Z2] /* es kommt 1 Sechser */;

(%c11) [{[0,0,1],0[0,1,0]1,[1,0,0711}1]
(%112) P[O]*P[O]*P[1]+P[0]*P[1]*P[O]+P[1]*P[0]*P[O]:
25
72
(2113) B[3] /* es kommen 2 Sechser */;

(%213) [{[O0,21,1],0[1,0,11,[1,1,071}]
(%i14) P[O]*P[1]*P[1]4+P[1]*P[O]*P[1]+P[1]*P[1]*P[0O]:
5
72

(%0l2)

(%0l4)
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 (%i15) B[4] /* es kommen 3 Sechser */;
(%015) [{[1r1r1]}]

(%ilé) P[1]*P[1]*P[1];:

1
(%0l6) ——
216

Berechnung mit Binomialverteilung

Eingabe

(%117) n:3 /* 3mal wiirfeln */:
(%0l17) 3

(%i18) p:P[1] /* a priori Wahrscheinlichkeit
fir "es kommt ein Sechser" bei einem Wurf */:

(%0l8) !
=0 —
G

Verarbeitung

Formel der Binomialverteilung

(%119) W(k) :=binomial (n, k) *p**k* (1-p) ** (n-k)
/* Formel der Binomialverteilung */;

(3019) wck::{ﬂpk:l—p:“'k

Wahrscheinlichkeitsverteilung

(%120) Aimakelist(W(k),k,0,n)
/* Erzeugen der Wahrscheinlichkeitsverteilung */:
125 25 5 1 ]

%020) [—, —, —, —
(F020) [216’?2’?2’216
(%121) B:transpose (A) /* Ausgabe spaltenweise */;
125

216

25

72
(%021)
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Losung mit Geogebra

Wahrscheinlichkeitsrechner - |EI |£|

v oo ox
P(X = k)
05787
0.3472
0.0694
0.0046

Wk | = o=

~Vereilung

|Binomial ~| nf3 p[0.1667

~Wahrscheinlichkeit

IZweiseitig ﬂ P(IU s)(sIB )= 1

Johann Weilharter Seite 8



Bernoullikette und Binomialverteilung

Losung mit Listenverarbeitung

Eingabe des Ereignisbaums
(%i22) C /* der Entscheidungsbaum */;
(%022) [{[0O,0,01},¢([0O,0,1],(0,1,0],([2,0,07},{0,2,17,11,
o,11,01,1,01},{[1,1,1]}]

Lange des Ereignisbaums

' (%123) m:length(C);:
(%023) 4

Liste von Mengen in Liste von Listen umwandeln

(%i24) Di:makelist (listify(C[i]),di,1,m);
(%024) [[[0O,0,0]],([0,0,1],(0,1,0],(1,0,0]],((0,1,1],1([1,
0,1],f11,1,0]11,(0(1,1,1]1]]

Berechnung der Wahrscheinlichkeiten

(%i29) W:makelist (length(D[1]) *prod(P[D[1][1][i]],4i,1,3),1,1,m);
125 25 5 1 ]

%025 - = =
( : [216'?2'72'216
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Erklirung der Zusammenhange

Ereignisbaum

| (%i26) D;
(%o026) [[[O,0,011,((0O,0,1]1,T([0,1,0],([1,0,017,([[0,1,11,11,
o,1],(11,1,0]1]1,I1[1,1,1]1]1]

Listenelemente
(%i27) D[1]:
D[2]:
D[3]:
D[4d]:
(%3027) [[0,0,011
(%028) [[0,0,1]1,[0,1,01,[1,0,0]
(%02%) []O,21,1]1,[1,0,171,11,1,0]
(%030) [[1,1,1]1]

Ereignis ,kein Sechser”

(%i31) D[1][1]1[1]:
D[1][1]([2]+
DI1][1][3]+

(%3031) 0

(%032) 0

(%033) 0

(3155) P[D[1][1]1[1]]+
P[D[1][1]1[2]]+
P[D[1][1]1[3]]+

5

(%055) z
5
(%056) =

(%057) >
) —
&

Anzahl der Tripel im ersten Listenelement

(%143) length(D[1]):
(3043) 1

' (3150) binomial (3,0);
($o50) 1
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Ereignis ,Ein Sechser”
(%i34) D[2]1[111[1]1:

Dl2][1][2]:
DI2][1]1[3]+

(%034) 0
(%035) 0
(%036) 1

(%i58) P[D[2]1[11[11]:
P[D[2][1][2]]¢
P[D[2][1][3]]¢

(%058) >
50 c
(%059)

(%0€0)

s N I

Anzahl der Tripel im zweiten Listenelement
' (%i44) length(D[2]):
(%044) 3
' (#151) binomial(3,1);
(%c51) 3

Ereignis ,Zwei Sechser”
(%i37) D[31[11[11:

DI3]T[1][2]:
DI3T[1]1[3]+

(%3037) 0
(%038) 1
(%039) 1

' (%i61) P[D[3]1[11[11]:
P[D[3][1][2]]¢
P[D[3][1]1[3]11]¢

5

(%06€1l) z
1
(%062) z

(%063) =
50 —
&

Anzahl der Tripel im dritten Listenelement
' (%145) length(D[3]):
(%045) 3
' (#152) binomial (3,2);
(%052) 3
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Ereignis ,Drei Sechser”
 (%i40) D[4]1[1]1[1]:

D[4][1][2]7
DI4][1][3]7

(%040) 1
(%041) 1
(%042) 1

- (%i64) P[D[4][1][1]]:
P[D[4][1][2]]+
P[D[4][1][3]]+

1

(%o064) z
1
(%0€5) =
1
(%0€6) =

Anzahl der Tripel im vierten Listenelement

(¥14€) length(D[4]):

(¥o0de) 1
 (%153) binomial (3,3);
($053) 1
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Ubungsaufgaben

Zweimaliges Werfen eines Wiirfels

Wir wiirfeln 2-mal. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) 0 Sechser kommen,
b) 1 Sechser kommt oder
c) 2 Sechser kommen?

Dreimaliges Werfen eines Tetraeders

Wir werfen einen Tetrader 3-mal. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) 0 Vierer kommen,
b) 1 Vierer kommt,
c) 2 Vierer kommen oder
d) 3 Vierer kommen?
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